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РЕФЕРАТ

Отчет на 173 страниц, 1 часть, 0 рис., 272 источников.

Перечень ключевых слов: ТОПОЛОГИЧЕСКАЯ РЕКУРСИЯ, ЧИСЛА ГУРВИ

ЦА, СИСТЕМА ШЛЕЗИНГЕРА, УРАВНЕНИЯ ПЕНЛЕВЕ, 𝜏 -ФУНКЦИЯ, КОНФОРМНЫЙ

БЛОК, АЛГЕБРА ВИРАСОРО, ПРЕПОТЕНЦИАЛЫ, ИНСТАНТОННЫЕ РАЗЛОЖЕНИЯ,

ВЕРТЕКСНЫЕ АЛГЕБРЫ, АФФИННЫЕ АЛГЕБРЫ ЛИ, ТЕНЗОР ЭНЕРГИИ-ИМПУЛЬ-

СА, ГРАВИТАЦИОННЫЙ КОЛЛАПС, СВОБОДНО БЕЗГРАНИЧНО ДЕЛИМЫЕ МЕРЫ,

КВАНТОВО- КЛАССИЧЕСКОЕ СООТВЕТСТВИЕ, МЕТОД ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ РАС

СЕЯНИЯ, СТОХАСТИЧЕСКИЕ ПРОЦЕССЫ, ФУНКЦИЯ БОЛЬШИХ УКЛОНЕНИЙ, АН

ЗАЦ БЕТЕ, ПРОЦЕСС С ПРОСТЫМИ ЗАПРЕТАМИ, ГОМОЛОГИИ ХЕГОРА-ФЛОЕРА,

АЛГЕБРЫ ЧЕРЕДНИКА, ИНВАРИАНТЫ УЗЛОВ, ГОМОЛОГИИ ХОВАНОВА-РОЗАН-

СКОГО, ГОМОЛОГИИ КОШУЛЯ, ЯНГИАНЫ, R-МАТРИЦЫ, КВАНТОВЫЕ ГРУППЫ

Цели работы: развитие общего подхода к разнообразным вопросам, находящим

ся на стыке теории интегрируемых систем с теорией представлений квантовых и беско

нечномерных групп и алгебр.

Задачи: сохранение и преумножение традиций российской математико-физиче

ской школы, занимающей лидирующие позиции в современной мировой науке; развитие

новых направлений и методов математики с опорой на идеи, возникающие в совре

менной фундаментальной физике; вовлечение преподавателей, аспирантов и студентов

НИУ ВШЭ в научную деятельность лаборатории, содействие их контактам с зарубеж

ными исследователями; укрепление международныых связей факультета математики

НИУ ВШЭ, повышение его авторитета в ряду ведущих математико-физических вузов

мира.

Объекты научного исследования: квантовые когомологии в теории интегрируе

мых систем, вопросы зеркальной симметрии, многомерные гипергеометрические функ

ции и геометрическая теория представлений, эллиптические конформные блоки и эл

липтические гипергеометрические функции, обобщенные Янгианы, геометрическое со

ответствие Ленглендса.

Методы исследований: алгебраический и теоретико-представленческий анализ

классических и квантовых теорий поля, статистической физики и случайных процес

сов, исследование интегрируемых структур стоящих за калибровочными киверными

теориями и анализ их соответствия с двумерными конформными теориями поля, раз

5



витие комбинаторных, гомологических и геометрических методов в теории пространств

модулей различных геометрических и аналитических структур с приложениями к про

блемам математической физики.

Полученные результаты:

— Исследовано явное выражение для 𝜏 -функции уравнения Пенлеве III(𝐷8) в виде

суммы по конформным блокам алгебры Вирасоро с центральным зарядом 1. Изучена

группа Бэклунда второго порядка этого уравнения.

— Доказано, что дуальная статсумма Некрасова на самодуальном омега-фоне (а)

дается детерминантом Фредгольма с обобщенным ядром Бесселя и (б) совпадает с тау

функцией, связанной с общим решением уравнения Пенлеве III (𝐷8).

— Исследованы представленияW-алгебр, отвечающие твист-полям, построено обоб

щение соответствующих вертексных операторов для D- и B-серий. Показано, что вы

числение характеров таких представлений приводит к нетривиальным соотношениям,

содержащим решеточные тэта-функции.

— Установлено соответствие между уравнениями Книжника-Замолодчикова ассо

циированными с 𝐺𝐿(𝑁) и 𝑛-частичной квантовой моделью Калоджеро в случае, когда

𝑛 не обязательно равно 𝑁 .

— Исследованы разложения многократных интегралов и тау функций иерархии

BKP по характерам ортогональной и симплектической групп. Построены разложения

по характерам интегралов по ортогональной и симплектической группам, которые яв

ляются примерами тау функции BKP.

— Исследованы многоматричные модели, которые можно трактовать как интегра

лы от произведений тау-функций от матричных аргументов. Иногда такие интегралы

сами являются тау-функциями. Детально рассмотрены модели, которые генерируют

числа Гурвица 𝐻𝐸,𝐹 , где 𝐸 – эйлерова характеристика базовой поверхности, а 𝐹 –

число точек ветвления.

— Выведены непрерывные симметрии разностного уравнения Хироты, коммути

рующие со сдвигами независимых переменных. Представлено действие этих симметрий

на зависимые переменные этого уравнения. Даны примеры уравнений и их пар Лакса,

возникающих при такой процедуре.

— Найдены бетевские вектора для квантовых интегрируемых систем связанных с

суперсимметричными янгианами 𝑌 (gl(𝑚|𝑛) в терминах генераторов токов дубля янги

ана 𝐷𝑌 (gl(𝑚|𝑛)).

— Изучены скалярные произведения бетевских векторов в моделях, решаемых

иерархическим алгебраическим анзацем Бете и описываемых gl(𝑚|𝑛)-супералгеброй.
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С использованием ко-произведенческих свойств бетевских векторов получена формула

суммирования для их скалярных произведений.

— Описаны плоские деформации некоторых факторов алгебры многочленов по

мономиальным идеалам в классе градуированных коммутативных алгебр.

— Исследован рост размерности неприводимых представлений полупростых ал

гебр Ли над 𝐹𝑝 в зависимости от простого 𝑝.

— Построен пучок Прочези на терминализации симплектической фактор-особен

ности и показано, что квантования этих терминализаций являются простыми пучками

алгебр.

— Доказано, что замыкание пространства параметров подалгебр Бете в янгиане

𝑔𝑙𝑛, параметризующее все возможные вырождения, есть компактификация Делиня

Мамфорда пространства модулей стабильных рациональных кривых с 𝑛 + 2 отмечен

ными точками.

— Определена степень бифуркационного множества полиномиального отображе

ния общего положения.

— Изучено новое семейство дискретных детерминантных точечных процессов, свя

занных с ортогональными полиномами на вещественной оси. Доказано, что q-преобразо

вание Лапласа весовых функций ASEP эквивалентно среднему от простого мультипли

кативного функционала, определенного на ансамбле Лагерра. Это позволяет получить

асимптотики при больших временах для ASEP в трех предельных режимах.

— Исследованы орбиты и полиномиальные инварианты некоторого аффинного

действия супергруппоида Вейля супералгебры Ли 𝑔𝑙(𝑛,𝑚) в зависимости от парамет

ра действия и показано, что для общих значений параметра все орбиты конечны и

различимы с помощью явно заданных инвариантов.

— Рассмотрен квазиклассический предел двух классов обобщенных Янгианов и

доказано, что все такие Янгианы являются деформациями (квантованием) коммутатив

ной алгебры Sym(𝑔𝑙(𝑚)[𝑡−1), если соответствующая 𝑅-матрица является деформацией

матрицы перестановки.

— Предложена конструкция локальных характеристических чисел для наборов

голоморфных дифференциальных 1-форм на особых многообразиях с изолированными

особенностями.

— Доказана бесконечномерность когомологий графовых комплексов в различных

гомологических степенях, как в классическом комплексе Концевича, так и для волоса

тых граф-комплексов Ароне-Турчина
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— Показано что усреднение симметризованного хроматического многочлена Стен

ли графа𝐺 с точностью до перескалирования переменных является формальной 𝜏 -функцией

интегрируемой системы Кадомцева-Петвиашвили.

— Получено явное решение общей одномерной, ограниченной трёхточечной дву

мерной и специальной двумерной проблемы Римана-Гильберта на эллиптической кри

вой.

Организационные результаты:

— подготовка к изданию научных докладов, статей и других публикаций, содер

жащих результаты научной деятельности лаборатории;

— организация и проведение международных конференций и школ, студенческих

школ и научных семинаров

— организация визитов в лабораторию зарубежных специалистов

— организация курсов лекций
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ВВЕДЕНИЕ

Теория представлений групп и алгебр — это одна из центральных областей ма

тематики, имеющая множество как математических, так и физических приложений.

Различные аспекты этой теории проявляются и находят разнообразные приложения в

таких областях математики и физики, как алгебраическая геометрия, перечислитель

ная комбинаторика, теория нелинейных дифференциальных уравнений, квантовая ме

ханика и теория поля, статистическая физика и теория стохастических процессов, то

пология узлов и многие другие. С точки зрения математической физики теория пред

ставлений является ядром теории интегрируемых систем, которая в последние двадцать

лет привлекает все больше исследователей, ставит новые задачи и является источником

множества идей, зачастую приводящих к рождению новых направлений в современной

математике и теоретической физике.

Исследования, проводившиеся в международной лаборатории теории представ

лений и математичесой физики в 2017 году, соответствовали передовым тенденциям

развития вышеупомянутых областей математики и физики, и были направлены на раз

работку новых методов и концепций в теории представлений полупростых алгебр Ли и

их деформаций; развитие комбинаторных, гомологических и геометрических методов

в теории пространств модулей алгебраических кривых с приложениями к проблемам

математической физики; развитие нового подхода в теории интегрируемых систем, свя

занного с квантовыми когомологиями пространств флагов; нахождение и исследование

зеркальной симметрии для кокасательных расслоений пространств флагов; дальней

шее изучение и развитие связей между общими гипергеометрическими функциями и

фробениусовыми структурами, ассоциированными с квантовыми когомологиями; изу

чение связей между динамическими квантовыми группами и геометрией аффинных

грассманианов; вычисление характеристических классов глобальных локусов сингуляр

ностей в пространствах модулей отображений алгебраических кривых и развитие связей

с интегрируемыми иерархиями; выявление геометрической и теоретико-представленче

ской природы обнаруженного недавно нетривиального соответствия между квантовыми

интегрируемыми системами и классическими интегрируемыми иерархиями; развитие

структурной теории для алгебр обобщенных янгианов; развитие теории представлений

и геометрической теории эллиптических деформаций алгебр Ли с приложениями к ин

тегрируемым системам с эллиптическими R-матрицами; алгебраический анализ инте

грируемых иерархий солитонных уравнений, интегрируемых моделей классической и

квантовой теории поля и статистической физики; анализ интегрируемых структур кон
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формных теорий поля, суперсимметричных калибровочных теорий поля и их деформа

ций.

В соответствии с возложенными на неё задачами Лаборатория провела следу

ющие мероприятия:

1. подготовила и опубликовала 29 статей (все с аффилиацией НИУ ВШЭ и с

благодарностью Программе государственной поддержки ведущих университетов РФ

"5-100"), 8 препринтов (все с аффилиацией НИУ ВШЭ и благодарностью Программе

“5-100”) и более 59 презентаций докладов на международных и российских научных

конференциях;

2. организовала и провела международную конференцию "Классические и кванто-

вые интегрируемые системы"(CQIS-2017, Дубна, 24-29.07.2017), международную кон

ференцию “Квантовая информация и топологическая рекурсия” (QUATR-17, Москва,

19-23.6.2017), международную школу “Частицы, поля и струны” (Москва, 17-24.04.2017),

международную школу-конференцию «Передовые методы современной теоретической

физики: интегрируемые и стохастические системы» (Дубна, 06-12.08.2017), школу-кон

ференцию по теории струн, интегрируемым моделям и теории представлений (Москва,

21-27.01.2017), а также проводила еженедельный семинар по математической физике,

семинары в сотрудничестве с ведущими зарубежными специалистами и другие меро

приятия, содействующие созданию творческой атмосферы в Лаборатории, и ориенти

рованные на подготовку молодых учёных, аспирантов и студентов;

3. пригласила и организовала прием 4 ведущих зарубежных специалистов из Ка

нады, Японии, Великобритании и США.

Ниже приводится краткое описание основных научных результатов, получен

ных в Лаборатории в 2017 году:

Исследовано явное выражение (введенное Гамаюном, Иорговым и Лисовым)

для 𝜏 -функции уравнения Пенлеве III(𝐷8) в виде суммы по конформным блокам ал

гебры Вирасоро с центральным зарядом 1. Изучена группа Бэклунда второго поряд

ка этого уравнения, в частности, в контексте вышеупомянутой явной формулы для

𝜏 -функции. Уравнение Пенлеве имеет два типа билинейных форм, мы называем их

уравнениями типа Тоды и типа Окамото. Эти уравнения связывают 𝜏 -функции урав

нений Пенлеве и их Бэклунд-преобразования. Мы получаем эти уравнения из теории

представлений, используя вложение прямой суммы двух алгебр Вирасоро в некоторую

супералгебру и разложение модулей, индуцированное этим вложением. Уравнения типа
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Тоды и типа Окамото соответствуют секторам Невье-Шварца и Рамона этой суперал

гебры.

Показано, что дуальная статсумма Некрасова на самодуальном омега-фоне (а)

дается детерминантом Фредгольма с обобщенным ядром Бесселя и (б) совпадает с тау

функцией, связанной с общим решением уравнения Пенлеве III (𝐷8), или радиального

уравнения синус-Гордона. В частности, разложение детерминанта Фредгольма по глав

ным минорам дает Некрасовские комбинаторные суммы по парам диаграмм Юнга.

Исследованы представленияW-алгебр, отвечающие твист-полям, построено обоб

щение соответствующих вертексных операторов для D- и B-серий. Показано, что вы

числение характеров таких представлений приводит к нетривиальным соотношениям,

содержащим решеточные тэта-функции. Предложена конструкция конформных блоков

твист-полей, которая в случае D-серии выражает их в терминах геометрических данных

соответствующего многообразия Прима.

Установлено соответствие между уравнениями Книжника-Замолодчикова ассо

циированными с 𝐺𝐿(𝑁) и 𝑛-частичной квантовой моделью Калоджеро в случае, когда

𝑛 не обязательно равно 𝑁 . Это можно рассматривать как естественное “квантование”

квантово-классического соответствия между квантовой моделью Годена и классической

моделью Калоджеро.

Изучались разложения многократных интегралов и тау функций иерархии BKP

по характерам ортогональной и симплектической групп. В частности, построены раз

ложения по характерам интегралов по ортогональной и симплектической группам, ко

торые являются примерами тау функции BKP.

Рассмотрены многоматричные модели, которые можно рассматривать как ин

тегралы от произведений тау-функций от матричных аргументов. Иногда такие инте

гралы сами являются тау-функциями. Рассматриваются модели, которые генерируют

числа Гурвица𝐻𝐸,𝐹 , где 𝐸 – эйлерова характеристика базовой поверхности, а 𝐹 – число

точек ветвления. Показано, что в случае, если подынтегральные выражения содержат

произведения 𝑛 > 2 матриц, интеграл генерирует числа Гурвица с эйлеровой характе

ристикой 𝐸 6 2 и числом точек ветвления 𝐹 6 𝑛+2, причем оба числа 𝐸 и 𝐹 зависят от

𝑛 и от порядка сомножителей в матричном произведении. Число 𝐸 может быть четным

или нечетным (соответственно описывая римановы (и некоторые клейновы) или толь

ко клейновы (неориентируемые) базовые поверхности) в зависимости от присутствия

тау-функции BKP в подынтегральном выражении.

Посредством процедуры одевания выведены непрерывные симметрии разност

ного уравнения Хироты, коммутирующие со сдвигами независимых переменных. Пред
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ставлено действие этих симметрий на зависимые переменные этого уравнения. Комму

тативность этих симметрий позволяет интерпретировать их параметры как “времен”

нелинейных интегрируемых дифференциально-разностных и дифференциальных урав

нений в частных производных. Даны примеры уравнений и их пар Лакса, возникающих

при такой процедуре. Помимо таких, обычных симметрий, введены дополнительные

симметрии и описано их действие на данные рассеяния.

Найдены бетевские вектора для квантовых интегрируемых систем связанных с

суперсимметричными янгианами 𝑌 (gl(𝑚|𝑛) в терминах генераторов токов дубля янги

ана 𝐷𝑌 (gl(𝑚|𝑛)). Использован метод проекций на пересечения разных типов Борелев

ских подалгебр в этой бесконечномерной алгебре для построения бетевских векторов.

С использованием этих проекций суперсимметричные бетевские вектора могут быть

выражены через элементы матрицы монодромии. С помощью двух различных, но изо

морфных токовых представления дубля Янгиана 𝐷𝑌 (gl(𝑚|𝑛)), получены два различ

ных представления для бетевских векторов. Эти бетевские вектора также удовлетворя

ют некому рекурентному соотношению, что и доказывает их эквивалентность.

Изучены скалярные произведения бетевских векторов в моделях, решаемых

иерархическим алгебраическим анзацем Бете и описываемых gl(𝑚|𝑛)-супералгеброй.

С использованием ко-произведенческих свойств бетевских векторов получена форму

ла суммирования для их скалярных произведений. Эта формула описывает скалярное

произведения бетевских векторов в терминах суммы по разбиениям бетевских парамет

ров. Получена рекурсия для бетевских векторов. Это позволяет найти рекурсии для

старших коэффициентов старших произведений.

Изучены плоские деформации некоторых факторов алгебры многочленов по

мономиальным идеалам в классе градуированных коммутативных алгебр.

Исследован рост размерности неприводимых представлений полупростых ал

гебр Ли над 𝐹𝑝 в зависимости от простого 𝑝.

Построен пучок Прочези на терминализации симплектической фактор-особен

ности и показано, что квантования этих терминализаций являются простыми пучками

алгбер. Это имеет приложения к обобщенному неравенству Бернштейна и к извращен

ности функторов перехода стенок.

Доказано, что замыкание пространства параметров подалгебр Бете в янгиане

𝑔𝑙𝑛, параметризующее все возможные вырождения, есть компактификация Делиня

Мамфорда пространства модулей стабильных рациональных кривых с 𝑛 + 2 отмечен

ными точками.
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Найдена степень бифуркационного множества полиномиального отображения

общего положения.

Изучено новое семейство дискретных детерминантных точечных процессов, свя

занных с ортогональными полиномами на вещественной оси. Корреляционные ядра

этих процессов определены посредством спектральных проекторов соответствующих

матриц Якоби. Для классических весов такие ансамбли возникают как предел гипергео

метрических ортогональных полиномиальных ансамблей. Доказано, что q-преобразова

ние Лапласа весовых функций ASEP эквивалентно среднему от простого мультипли

кативного функционала, определенного на ансамбле Лагерра. Это позволяет получить

асимптотики при больших временах для ASEP в трех предельных режимах.

Исследованы орбиты и полиномиальные инварианты некоторого аффинного

действия супергруппоида Вейля супералгебры Ли 𝑔𝑙(𝑛,𝑚) в зависимости от парамет

ра действия и показано, что для общих значений параметра все орбиты конечны и

различимы с помощью явно заданных инвариантов. Дано подробное описание специ

ального множества параметров, для которых алгебра инвариантов не является конечно

порождённой и не разделяет орбиты, причём некоторые из орбит бесконечны. В частно

сти, все орбиты конечны, если и только если 𝜅 не является специальным параметром,

меньшим нуля. В этом случае алгебра полиномиальных инвариантов конечно порожде

на. Кроме того, если 𝜅 также не является положительным специальным параметром,

то эта алгебра разделяет орбиты.

Рассмотрен квазиклассический предел двух классов обобщенных Янгианов: один

представляет Янгианы, связанные с алгеброй уравнения отражений (брейдинговые Ян

гианы), другой — обобщенные Янгианы RTT типа. Доказано, что все такие Янгианы

являются деформациями (квантованием) коммутативной алгебры Sym(𝑔𝑙(𝑚)[𝑡−1), если

соответствующая 𝑅-матрица является деформацией матрицы перестановки. Для обоих

случаев явно вычислены соответствующие скобки Пуассона.

Найдены степени ряда стратов в послойной проективизации пространтства Гур

вица и вычислены серии двойных чисел Гурвица.

Предложена конструкция локальных характеристических чисел для наборов

голоморфных дифференциальных 1-форм на особых многообразиях с изолированными

особенностями.

Доказана бесконечномерность когомологий графовых комплексов в различных

гомологических степенях, как в классическом комплексе Концевича, так и для волоса

тых граф-комплексов Ароне-Турчина
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Показано что усреднение симметризованного хроматического многочлена Стен

ли графа𝐺 с точностью до перескалирования переменных является формальной 𝜏 -функцией

интегрируемой системы Кадомцева-Петвиашвили.

Вычислены числа Гурвица-Севери для гибких и полужёстких троек.

Получено явное решение общей одномерной, ограниченной трёхточечной дву

мерной и специальной двумерной проблемы Римана-Гильберта на эллиптической кри

вой.

Подробное изложение полученных результатов представлено в основной части

отчета. Она разделена на разделы, в каждом из которых обсуждается одно из направле

ний исследований, проводимых Лабораторией. Каждый раздел содержит собственное

введение, где определяются основные понятия, вводятся определения и ставится задача,

после чего следует описание методов исследования и полученных результатов. Ссылки

на литературу собраны в списке использованных источников. Полученные результаты

опубикованы в статьях и препринтах.
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1 Основные научные результаты

1.1 Преобразование Бэклунда 𝜏 -функции уравнения Пенлеве III(𝐷8)

1.1.1 Введение

Эти исследования являются продолжением исследований [4]. Мы продолжаем

изучать связь между уравнениями Пенлеве и конформной теорией поля. В данном

случае мы ограничиваемся наиболее вырожденным случаем уравнения Пенлеве III. Это

уравнение имеет различные названия: оно называется уравнением Пенлеве III(𝐷8) в

геометрическом подходе (см. напр. [25]), его также называют уравнением Пенлеве III3

(см. напр. [10]) и оно также эквивалентно радиальному уравнению синус-Гордона (см.

напр. [8]).

Гамаюн, Иоргов, Лисовой в работе [10] (вытекающей из их работы [9]) предпо

ложили, что 𝜏 функция этого уравнения может быть представлена в виде

𝜏(𝜎,𝑠|𝑧) =
∑︁
𝑛∈Z

𝐶(𝜎 + 𝑛)𝑠𝑛ℱ((𝜎 + 𝑛)2|𝑧), (1.1.1)

где 𝑠,𝜎 — константы интегрирования, функция ℱ(∆|𝑧) обозначает Уиттекеровский пре

дел конформного блока алгебры Вирасоро в модуле Верма со старшим весом ∆ и цен

тральным зарядом 𝑐 = 1, а функция структурных констант 𝐶(𝜎) = 1/(G(1 − 2𝜎)G(1 +

2𝜎)), где G — G-функция Барнса. Эта формула была доказана в [14] и [4] двумя разными

способами.

С другой стороны, известно, что рассматриваемое уравнение Пенлеве имеет пре

образование Бэклунда 𝜋 порядка 2. Главная тема данного исследования — связь между

разложением (1.1.1) и этим преобразованием Бэклунда. Нашей изначальной целью бы

ла 𝑞-деформация формулы (1.1.1), соответствующие результаты изложены в работе [5].

Соответствие между функцией 𝜏 и ее Бэклунд-преобразованием 𝜏1 = 𝜋(𝜏) мо

жет быть записано в форме билинейных соотношений. Мы имеем два типа билинейных

соотношений, а именно типа Окамото и типа Тоды⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝐷2

[log 𝑧](𝜏,𝜏1) −
1

2

(︂
𝑧
𝑑

𝑑𝑧
− 1

8

)︂
(𝜏𝜏1) = 0,

𝐷3
[log 𝑧](𝜏,𝜏1) −

1

2

(︂
𝑧
𝑑

𝑑𝑧
− 1

8

)︂
𝐷1

[log 𝑧](𝜏,𝜏1) = 0,

⎧⎨⎩ 𝐷2
[log 𝑧](𝜏,𝜏) = −2𝑧1/2𝜏 21 ,

𝐷2
[log 𝑧](𝜏1,𝜏1) = −2𝑧1/2𝜏 2,

(1.1.2)

где 𝐷𝑘
[log 𝑧] — дифференциальные операторы Хироты (1.1.9) (см. Предложения 1.1.2 и

1.1.3). Мы получаем эти уравнения методом, стандартным в теории уравнений Пенле

ве, единственным отличием является тот факт, что преобразование 𝜋 имеет порядок
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2, в отличии от преобразований Бэклунда бесконечного порядка, используемых обыч

но. Мы также доказываем обратное утверждение, а именно, что до некоторой степени

уравнения (1.1.2) определяют 𝜏 -функцию уравнения Пенлеве III(𝐷8).

Далее мы показываем связь между исходной и Бэклунд-преобразованной тау

функцией в терминах параметров формулы (1.1.1)

𝜏1(𝜎,𝑠|𝑧) ∝ 𝜏(𝜎 − 1/2,𝑠|𝑧),

где ∝ означает константную (по отношению к 𝑧) пропорциональность. Далее мы об

суждаем в этой работе интерпретацию билинейных соотношений (1.1.2) (на 𝜏 -функцию

(1.1.1)) в терминах теории представлений алгебры Вирасоро. Так же, как в работе [4]

основной инструмент — это вложение Vir⊕Vir ⊂ F⊕NSR прямой суммы двух алгебры

Вирасоро в сумму майорановского фермиона и алгебры Супер Вирасоро.

Используя сектор Навье-Шварца, в работе [4] нами уже было доказано (по фак

тору некоторых деталей), что правая часть (1.1.1) удовлетворяет уравнениям типа То

ды.

Это доказывает формулу (1.1.1), что, по сути, есть небольшое упрощение дока

зательства в [4] где мы использовали другое билинейное соотношение порядка 4. Оказы

вается, что рассмотрение Рамоновского сектора алгебры F⊕NSR позволяет получить,

что правая часть (1.1.1) удовлетворяет уравнениям типа Окамото.

Уравнение Пенлеве III(𝐷8) имеет два алгебраических решения. Соответству

ющие 𝜏 -функции имеет вид 𝜏(𝑧) ∝ 𝑧1/16𝑒∓4
√
𝑧. В данном исследовании мы даем ин

терпретацию этих 𝜏 -функций в терминах теории представлений алгебры Вирасоро.

А именно, эти 𝜏 -функции соответствуют специальным представлениям старшего веса

(𝑛 + 1/4)2, 𝑛 ∈ Z, изученных Алексеем Замолодчиковым в [28], которые складываются

в фоковский модуль твистованной алгебры Гейзенберга. Отметим также, что в этом

случае 𝜏 -функция совпадает со специальным случаем дуальной статсуммы, введенной

Некрасовым и Окуньковым в статье [22].

1.1.2 Преобразования Бэклунда, уравнения типа Окамото и типа Тоды

Уравнение Пенлеве III(𝐷8) на функцию 𝑤(𝑧) имеет вид

𝑑2𝑤

𝑑𝑧2
=

1

𝑤

(︂
𝑑𝑤

𝑑𝑧

)︂2

− 1

𝑧

𝑑𝑤

𝑑𝑧
+

2𝑤2

𝑧2
− 2

𝑧
. (1.1.3)

Мы далее переходим к гамильтоновой (или 𝜁) форме Пенлеве III(𝐷8). Уравне

ния Пенлеве могут быть переписаны как уравнения эволюции неавтономной гамильто
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новой системы. Это означает, что они могут быть получены исключением вспомогатель

ного импульса из уравнений

𝑑𝑤

𝑑𝑧
=
𝜕𝐻

𝜕𝑝
,

𝑑𝑝

𝑑𝑧
= −𝜕𝐻

𝜕𝑤

где гамильтониан 𝐻(𝑧) для уравнения Пенлеве III(𝐷8) имеет вид

𝜁 = 𝑧𝐻 =𝑝2𝑤2 − 𝑤 − 𝑧/𝑤. (1.1.4)

Также удобно использовать функцию 𝜁(𝑧) = 𝑧𝐻(𝑧), которая, по сути, есть гамильто

ниан по отношению к времени log 𝑧. Далее мы обозначаем точкой производную по 𝑧 и

штрихом производную по log 𝑧. Уравнения Гамильтона на 𝑝, 𝑤 пишутся как

�̇� = 2𝑝𝑤2/𝑧, �̇� = −2𝑝2𝑤/𝑧 + 1/𝑧 − 1/𝑤2. (1.1.5)

Отметим, что если мы знаем функцию 𝜁(𝑧) на решениях уравнения движения,

то мы можем восстановить 𝑤(𝑧) и 𝑝(𝑧). Дифференцируя (1.1.4) единожды и дважды

и используя уравнения Гамильтона для дифференцирования 𝑝(𝑧) и 𝑤(𝑧) мы можем

выразить эти функции по формулам

𝑤(𝑧) = − 1

𝜁(𝑧)
, 𝑝(𝑧) =

𝑧𝜁(𝑧)

2
. (1.1.6)

Подставляя эти выражения в (1.1.4), мы получаем гамильтонову (или 𝜁) форму урав

нения Пенлеве III(𝐷8).

(𝑧𝜁(𝑧))2 = 4𝜁(𝑧)2(𝜁(𝑧) − 𝑧𝜁(𝑧)) − 4𝜁(𝑧). (1.1.7)

Тогда может быть проверено явно, что каждое решение уравнения (1.1.7) cо

ответствует согласно первой формуле (1.1.6) решению уравнения (1.1.3). И обратно,

решение 𝑤(𝑧) уравнения (1.1.3) дает нам 𝑝(𝑧) согласно первой формуле (1.1.5) и далее

𝜁(𝑧) которое дано формулой (1.1.4) удовлетворяет (1.1.7). Таким образом, мы имеем

однозначное соответствие между решениями 𝑤(𝑧) уравнения (1.1.3) и решениями 𝜁(𝑧)

уравнения (1.1.7).

Замечание 1.1.1. Уравнение Пенлеве III(𝐷8) появляется в физических задачах, в част

ности, как радиальное уравнение синус-Гордона на функцию 𝑣(𝑟) (см. напр. [8, Chapter

3])

𝑣𝑟𝑟 +
𝑣𝑟
𝑟

= 1/2 sin 2𝑣

Это уравнение эквивалетно уравнению (1.1.3) с точностью до замены

𝑤(𝑧)/
√
𝑧 = 𝑒2𝑖𝑣, 𝑧 = 𝑟4/4096
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Давайте введем 𝜏 -функцию по формуле

𝜁(𝑧) = 𝑧
𝑑 log 𝜏(𝑧)

𝑑𝑧
и обратно 𝜏 = exp

(︂∫︁
𝜁(𝑧)𝑑 log 𝑧

)︂
. (1.1.8)

Отметим, что 𝜏 -функция определена с точностью до умножения на константу.

Уравнение на 𝜏 -функцию можно получить из уравнения (1.1.7). А именно, нуж

но продифференцировать (1.1.7) по 𝑧 и разделить получившееся на 𝜁(𝑧). Подставляя

первое соотношение (1.1.8) и домножая на 𝜏 2 мы получаем билинейное уравнение на

𝜏 -функцию. Удобно записать эти уравнения, используя производные Хироты𝐷𝑘
[𝑥]. Здесь

и далее мы будем использовать производные Хироты только от логарифма переменной.

Эти производные определены на функциях 𝑓(𝑧),𝑔(𝑧) следующим образом:

𝑓(𝑒𝛼𝑧)𝑔(𝑒−𝛼𝑧) =
∞∑︁
𝑘=0

𝐷𝑘
[log 𝑧](𝑓(𝑧),𝑔(𝑧))

𝛼𝑘

𝑘!
. (1.1.9)

Простейшими примерами производных Хироты являются

𝐷0
[log 𝑧](𝑓(𝑧),𝑔(𝑧)) = 𝑓(𝑧)𝑔(𝑧), 𝐷1

[log 𝑧](𝑓(𝑧),𝑔(𝑧)) = 𝑧𝑓(𝑧)𝑔(𝑧) − 𝑓(𝑧)𝑧�̇�(𝑧).

Тогда 𝜏 -форма уравнения Пенлеве III(𝐷8) может быть написана в виде

𝐷𝐼𝐼𝐼(𝜏(𝑧),𝜏(𝑧)) = 0, где 𝐷𝐼𝐼𝐼 =
1

2
𝐷4

[log 𝑧] − 𝑧
𝑑

𝑑𝑧
𝐷2

[log 𝑧] +
1

2
𝐷2

[log 𝑧] + 2𝑧𝐷0
[log 𝑧]. (1.1.10)

Поскольку мы дифференцируем (1.1.7) для получения (1.1.10), мы получаем лишние

решения уравнения (1.1.10). Более точно, уравнение (1.1.10) эквивалентно так называ

емому уравнению Пенлеве III(𝐷7)

(𝑧𝜁(𝑧))2 = 4(𝜁(𝑧))2(𝜁(𝑧) − 𝑧𝜁(𝑧)) − 4𝜁(𝑧) + 1/𝜃*

Здесь мы будем рассматривать только решения (1.1.10), соответствующие случаю 𝜃* =

∞, т.е. Пенлеве III(𝐷8) в виде (1.1.7). Эти решения могут быть выделены фиксирова

нием асимптотики 𝜏 -функции.

Нижеследующие утверждения следуют из результатов, доказанных в [23], (см.

также книгу [8] и оригинальные работы [21] [16], [24]).

Предложение 1.1.1. Существует двухпараметрическое семейство решений уравнения

(1.1.7) такое, что асимптотическое поведение соответствующих функций 𝑤(𝑧) и 𝜏(𝑧)

в пределе 𝑧 → 0 даются

𝑤(𝜎,̃︀𝑠|𝑧) = 4𝜎2̃︀𝑠𝑧2𝜎(1 + 𝑜(1)),

𝜏(𝜎,̃︀𝑠|𝑧) ∝ 𝑧𝜎
2

(︂
1 +

𝑧

2𝜎2
− ̃︀𝑠−1

(1 − 2𝜎)2(2𝜎)2
𝑧1−2𝜎 + 𝑜(|𝑧|)

)︂
, (1.1.11)
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где ∝ означает константную (по отношению к 𝑧) пропорциональность и 𝜎,̃︀𝑠 — константы

интегрирования, принадлежащие области 0 < Re𝜎 < 1/2, ̃︀𝑠 ̸= 0. Более того, любое

решение уравнения (1.1.7) с такой асимптотикой принадлежит к этому семейству и для

заданных 𝜎, ̃︀𝑠 такое решение единственно.
Также было доказано [23], что решения, не принадлежащие к этому семейству

могут быть параметризованы меньшим числом параметров (3 вещественных числа)).

Поэтому, семейство решений из предложения 1.1.1 можно рассматривать как семейство

решений общего положения.

Группа преобразований Бэклунда уравнения Пенлеве III(𝐷8) равна Z2 (см. [25,

Sec. 2.3]). Эта группа порождена преобразованием 𝜋 которое действует на решениях

уравнения Пенлеве III(𝐷8) согласно формуле

𝑧 ↦→ 𝑧, 𝑤 ↦→ 𝑤1 = 𝑧/𝑤, 𝑝 ↦→ 𝑝1 = −𝑤(2𝑤𝑝− 1)

2𝑧
.

Согласно (1.1.4) это преобразование ведет к преобразованию 𝜁(𝑧). Преобразованные

переменные относительно непреобразованных мы будем обозначать нижним индексом

1.

Мы имеем две полезных формулы для преобразования функции 𝜁(𝑧)

𝜁1 = 𝜁 − 𝑝𝑤 + 1/4, 𝜁 ′𝜁 ′1 = 𝑧

которые следуют из (1.1.4) и (1.1.6) соответственно.

В терминах уравнения синус-Гордона (см. замечание 1.1.1) преобразование Бэк

лунда — это просто симметрия 𝑣 ↦→ −𝑣.

Предложение 1.1.2. (i) Рассмотрим решение 𝜁(𝑧) уравнения (1.1.7), Бэклунд-пре-

образование от него 𝜁1(𝑧) и функции 𝜏(𝑧) и 𝜏1(𝑧) соответствующие 𝜁(𝑧) и 𝜁1(𝑧) по фор

муле (1.1.8). Тогда 𝜏(𝑧) и 𝜏1(𝑧) удовлетворяют уравнениям

𝐷2
[log 𝑧](𝜏,𝜏1) −

1
2

(︀
𝑧 𝑑
𝑑𝑧

− 1
8

)︀
(𝜏𝜏1) = 0, (1.1.12)

𝐷3
[log 𝑧](𝜏,𝜏1) −

1
2

(︀
𝑧 𝑑
𝑑𝑧

− 1
8

)︀
𝐷1

[log 𝑧](𝜏,𝜏1) = 0. (1.1.13)

(ii) Обратно, рассмотрим функции 𝜏(𝑧) и 𝜏1(𝑧), удовлетворяющие (1.1.12), (1.1.13) и

функции 𝜁(𝑧) и 𝜁1(𝑧) соответствующие 𝜏(𝑧) и 𝜏1(𝑧) согласно (1.1.8) и 𝜁(𝑧) ̸= 0, 𝜁1(𝑧) ̸= 0.

Тогда существует 𝐷 ̸= 0 такое что функции 𝜁(𝑧/𝐷), 𝜁1(𝑧/𝐷) удовлетворяют уравнению

(1.1.7) и при этом 𝜋(𝜁(𝑧/𝐷)) = 𝜁1(𝑧/𝐷).
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Обычно билинейные соотношения в теории уравнений Пенлеве получаются при

рассмотрении преобразований Бэклунда бесконечного порядка (см. напр. [25], [26]). Мы

следуем этому подходу, рассматривая 𝜋 порядка 2 для уравнения Пенлеве III(𝐷8), по

этому мы называем уравнения (1.1.12), (1.1.13) "уравнениями типа Окамото".

Левая часть уравнения (1.1.12) симметрична относительно перестановки 𝜏 ↔
𝜏1, а левая часть уравнения (1.1.13) кососимметрична относительно нее. Это естествен

но, поскольку 𝜋2 = 1.

Замечание 1.1.2. Уравнения типа Окамото (1.1.12), (1.1.13) имеет симметрию относи

тельно перемасштабирования 𝑧, т.е., если 𝜏(𝑧), 𝜏1(𝑧) — это решение уравнения, тогда и

𝜏(𝐷𝑧), 𝜏1(𝐷𝑧), 𝐷 ̸= 0 — тоже решение. Другими словами, произвольное решение систе

мы (1.1.12), (1.1.13) может быть получено из 𝜏 -функции уравнения Пенлеве с помощью

такого перемасштабирования, а решение с асимптотическим поведением (1.1.11) соот

ветствует значению 𝐷 = 1

Теперь мы введем другие уравнения, которые будем называть уравнениями ти

па Тоды, поскольку они аналогичны похожим уравнениям, называемым уравнениями

Тоды в [25].

Предложение 1.1.3. (i) Пусть 𝜁(𝑧) обозначает решение уравнения (1.1.7), 𝜁1(𝑧) обо

значает Бэклунд-преобразование от него, а функции 𝜏(𝑧) и 𝜏1(𝑧) соответствуют 𝜁(𝑧) и

𝜁1(𝑧) согласно (1.1.8). Тогда функции 𝜏(𝑧) и 𝜏1(𝑧) удовлетворяют уравнениям

𝐷2
[log 𝑧](𝜏,𝜏) = 2𝐶𝑧1/2𝜏 21 ,

𝐷2
[log 𝑧](𝜏1,𝜏1) = 2𝐶−1𝑧1/2𝜏 2.

(1.1.14)

(ii) Рассмотрим функции 𝜏(𝑧) и 𝜏1(𝑧), удовлетворяющие (1.1.14) и функции 𝜁(𝑧)

и 𝜁1(𝑧) соответствующие 𝜏(𝑧) и 𝜏1(𝑧) согласно (1.1.8) при условии 𝜁(𝑧) ̸= 0, 𝜁1(𝑧) ̸= 0.

Тогда существуют𝐾, такие, что функции 𝜁(𝑧)−𝐾, 𝜁1(𝑧)−𝐾 удовлетворяют уравнениям

(1.1.7) и при этом 𝜋(𝜁(𝑧) −𝐾) = 𝜁1(𝑧) −𝐾.

Константа 𝐶 в (1.1.14) зависит от относительных нормировок 𝜏 и 𝜏1.

Замечание 1.1.3. Часто уравнения типа Тоды пишутся в логарифмической форме, т.е.

уравнения (1.1.14) могут быть переписаны в виде(︂
𝑧
𝑑

𝑑𝑧

)︂2

log 𝜏 = 𝐶𝑧1/2𝜏 21 /𝜏
2,

(︂
𝑧
𝑑

𝑑𝑧

)︂2

log 𝜏1 = 𝐶−1𝑧1/2𝜏 2/𝜏 21 (1.1.15)

Замечание 1.1.4. Уравнения типа Тоды (1.1.14) симметричны относительны умножения

𝜏 -функции на 𝑧𝐾 , т.е., если 𝜏(𝑧), 𝜏1(𝑧) — это их решение, то и 𝑧𝐾𝜏(𝑧), 𝑧𝐾𝜏1(𝑧) для
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произвольного 𝐾 — тоже решение. Другими словами, произвольное решение уравне

ний (1.1.14) может быть получено из 𝜏 -функции уравнения Пенлеве с помощью такого

умножения, а решение с асимптотическим поведением (1.1.11) соответствует значению

𝐾 = 0.

Ниже мы увидим, как появляются уравнения типа Тоды и типа Окамото в

терминах теории представлений алгебры Вирасоро.

1.1.3 𝜏 -функция уравнения Пенлеве III(𝐷8) как сумма по конформным блокам

В работе [10] сформулирована следующая гипотеза про степенное разложение

𝜏 -функции в окрестности 0 (фактически, эта гипотеза основана на результатах статьи

[9]), которая была доказана в [4] и [14].

Теорема 1.1.1. Разложение 𝜏 -функции уравнения Пенлеве III(𝐷8) в окрестности 𝑧 = 0

может быть представлено в виде

𝜏(𝜎,𝑠|𝑧) ∝
∑︁
𝑛∈Z

𝐶(𝜎 + 𝑛)𝑠𝑛ℱ((𝜎 + 𝑛)2|𝑧), Re𝜎 ∈ R ∖
{︂

1

2
Z
}︂
, 𝑠 ∈ C ∖ {0}, (1.1.16)

где ℱ(𝜎2|𝑧) = 𝐹𝑐=1(𝜎
2|𝑧) — Уиттекеровский предел конформного блока для алгебры

Вирасоро. Коэффициенты 𝐶(𝜎) определены как где G(·) — G-функция Барнса. Пара

метры 𝑠 и 𝜎 в (1.1.16) — константы интегрирования уравнения (1.1.7). Обозначение ∝
значит константную пропорциональность.

Замечание 1.1.5. Параметр 𝜎 в формуле (1.1.16) может принимать значения 𝜎 ∈ C ∖{︀
1
2
Z
}︀
. Мы будем использовать меньшую область его значений для того, чтобы сравни

вать эти 𝜏 -функции с 𝜏 -функциями семейства предложения 1.1.1.

Фактически формула (1.1.16) дает нам полный степенной ряд, чьи первые слага

емые можно увидеть в асимптотике (1.1.11) (см. ниже). Параметры 𝜎 в этих формулах

одни и те же, а связь между 𝑠 и ̃︀𝑠 дана ниже.
Преобразование Бэклунда действует на 𝜏 -функциях согласно формулам (1.1.4)

и (1.1.8). Мы хотим понять, как оно соотносится с разложением (1.1.16). Мы увидим,

что преобразование Бэклунда эквивалентно вполне конкретному преобразованию пара

метров 𝜎,̃︀𝑠.
𝜏 -функция (1.1.16) имеет очевидные симметрии

𝜏(𝜎,𝑠|𝑧) = 𝑠𝜏(𝜎 + 1,𝑠|𝑧), 𝜏(𝜎,𝑠|𝑧) = 𝜏(−𝜎,𝑠−1|𝑧). (1.1.17)
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Поэтому мы можем сдвинуть Re𝜎 в интервал (0,1
2
).

Отметим, что коэффициенты 𝐶(𝜎 + 𝑛) в (1.1.16) могут быть преобразованы в

рациональные функции. А именно

𝐶(𝜎 + 𝑛)

𝐶(𝜎)
=

(︂
Γ(−2𝜎)

Γ(2𝜎)

)︂2𝑛

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(−1)⌊𝑛⌋

(2𝜎)2𝑛
2𝑛−1∏︀
𝑖=1

(2𝜎 + 𝑖)2(2𝑛−𝑖)
, 𝑛 > 0

(−1)⌊−𝑛⌋

(2𝜎)−2𝑛
−2𝑛−1∏︀
𝑖=1

(−2𝜎 + 𝑖)2(−2𝑛−𝑖)
, 𝑛 < 0

=

(︂
Γ(−2𝜎)

Γ(2𝜎)

)︂2𝑛 ̃︀𝐶(𝜎,𝑛),

где 2𝑛 ∈ Z. Так что мы можем ввести ̃︀𝑠(𝑠,𝜎) = 𝑠
(︁

Γ(−2𝜎)
Γ(2𝜎)

)︁2
и рассмотреть

𝜏(𝜎,̃︀𝑠|𝑧) ∝
∑︁
𝑛∈Z

̃︀𝐶(𝜎,𝑛)̃︀𝑠𝑛ℱ((𝜎 + 𝑛)2|𝑧) ∝ 𝜏(𝜎,𝑠|𝑧).

Предложение 1.1.4. Преобразование Бэклунда 𝜏 -функции задается формулой 𝜏1(𝜎,𝑠|𝑧) =

𝜋(𝜏(𝜎,𝑠|𝑧)) ∝ 𝜏(1/2 − 𝜎,𝑠−1|𝑧).

Доказательство данного утверждения следует из сравнения асимптотик и осно

вано на предложении 1.1.1, при этом оно не использует контекста теории представле

ний, в частности, формулу (1.1.16) . Из уравнений Тоды и теории представлений данное

утверждение также может быть доказано.

Замечание 1.1.6. Степенное разложение функции 𝜏1 можно записать как

𝜏1(𝜎,𝑠|𝑧) ∝
∑︁

𝑛∈Z+1/2

𝐶(𝜎 + 𝑛)𝑠𝑛ℱ((𝜎 + 𝑛)2|𝑧), Re𝜎 ∈ R ∖
{︂

1

2
Z
}︂
, 𝑠 ∈ C ∖ {0}, (1.1.18)

что отличается от формулы (1.1.16) только в области суммирования.

Используя предложение 1.1.4 и предложения 1.1.2, 1.1.3 мы видим, что 𝜏(𝜎,𝑠|𝑧)

дающаяся правой частью (1.1.16) удовлетворяет уравнениям на функцию 𝜏(𝜎|𝑧) которое

следует из уравнений типа Окамото и типа Тоды, рассматриваемых как уравнения

на функции от 𝜎 и 𝑧. Эти уравнения дифференциальные по 𝑧 и разностные по 𝜎. В

частности, уравнение типа Окамото переходит в

𝐷2
[log 𝑧](𝜏(𝜎|𝑧),𝜏(𝜎 − 1/2|𝑧)) − 1

2

(︀
𝑧 𝑑
𝑑𝑧

− 1
8

)︀
(𝜏(𝜎|𝑧)𝜏(𝜎 − 1/2|𝑧)) = 0, (1.1.19)

𝐷3
[log 𝑧](𝜏(𝜎|𝑧),𝜏(𝜎 − 1/2|𝑧)) − 1

2

(︀
𝑧 𝑑
𝑑𝑧

− 1
8

)︀
𝐷1

[log 𝑧](𝜏(𝜎|𝑧),𝜏(𝜎 − 1/2|𝑧)) = 0. (1.1.20)

Аналогичная форма уравнения типа Тоды дана в следующем замечании.
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Замечание 1.1.7. Мы можем явно определить константу 𝐶 в уравнениях типа Тоды

(1.1.14) для 𝜏 = 𝜏(𝜎,𝑠|𝑧), 𝜏1 = 𝜏(𝜎 − 1/2,𝑠|𝑧) где нормировка 𝜏(𝜎,𝑠|𝑧) дана равенством в

формуле (1.1.16). Действительно, первое уравнение из (1.1.14) может быть переписано

в виде

𝜁 ′ = 𝐶𝑧1/2
𝜏(1/2 − 𝜎,𝑠−1|𝑧)2

𝜏(𝜎,𝑠|𝑧)2

где асимптотическое поведение левой и правой частей

𝜁 ′ = −𝑧
1−2𝜎

4𝜎2̃︀𝑠 (1 + 𝑜(1)), 𝑟.ℎ.𝑠. = 𝐶𝑧1/2
(︂
𝐶(1/2 − 𝜎)

𝐶(𝜎)

)︂2

(1 + 𝑜(1))𝑧1/2−2𝜎 ⇒ 𝐶 = −𝑠−1.

Соответственно 𝜏 -функция из разложения (1.1.16) удовлетворяет дифференциально

разностному уравнению

1/2𝐷2
[log 𝑧](𝜏(𝜎|𝑧), 𝜏(𝜎|𝑧)) = −𝑠−1𝑧1/2𝜏(𝜎 − 1/2)2,

или используя первое соотношение из (1.1.17)

1/2𝐷2
[log 𝑧](𝜏(𝜎|𝑧), 𝜏(𝜎|𝑧)) = −𝑧1/2𝜏(𝜎 + 1/2|𝑧)𝜏(𝜎 − 1/2|𝑧). (1.1.21)

Аналогично, для нормировки 𝜏1, данной равенством в (1.1.18) мы имеем 𝐶 =

−1.

Мы используем уравнения (1.1.19), (1.1.20), (1.1.21) ниже.

1.1.4 Билинейные соотношения из алгебры F⊕ NSR в Рамоновском секторе

Алгебра F ⊕ NSR — это прямая сумма майорановского фермиона F и алгебры

Супер Вирасоро NSR 𝛿 = 0,1/2)

{𝑓𝑟,𝑓𝑠} = 𝛿𝑟+𝑠,0, {𝑓𝑟,𝐺𝑠} = 0

[𝐿𝑛,𝐿𝑚] = (𝑛−𝑚)𝐿𝑛+𝑚 +
(𝑛3 − 𝑛)

8
𝑐NSR𝛿𝑛+𝑚,0

{𝐺𝑟,𝐺𝑠} = 2𝐿𝑟+𝑠 +
1

2
𝑐NSR

(︂
𝑟2 − 1

4

)︂
𝛿𝑟+𝑠,0

[𝐿𝑛,𝐺𝑟] =

(︂
1

2
𝑛− 𝑟

)︂
𝐺𝑛+𝑟.

Центральный заряд параметризуется как

𝑐NSR = 1 + 2𝑄2, 𝑄 = 𝑏+ 𝑏−1.

Мы будем рассматривать Рамоновский сектор, т.е. все индексы целые.

25



Параметризация старшего веса ∆

∆𝛿 =
1

16
+

1

2

(︂
𝑄2

4
− 𝑃 2

)︂
,

В Рамоновском секторе модуль Верма определяется как 𝜋ΔR

F⊕NSR = 𝜋R
F
⊗ 𝜋ΔR

F⊕NSR.

Здесь 𝜋R
F
имеет два старших вектора |1±⟩

𝑓𝑟|1±⟩ = 0, 𝑟 > 0, 𝑓0|1±⟩ =
1√
2
|1∓⟩.

Модуль 𝜋ΔR

NSR
тоже имеет два старших вектора |∆R,±⟩

𝐺𝑟|∆R,±⟩ = 0, 𝑟 > 0, 𝐿𝑛|∆R,±⟩ = 0, 𝑛 > 0,

𝐺0|∆R,±⟩ = − 𝑖𝑃√
2
|∆R,∓⟩, 𝐿0|∆R,±⟩ = ∆R|∆R,±⟩.

Введем Уиттекеровские вектора

|𝑊R,±(𝑧)⟩ = 𝑧Δ
R

∞∑︁
2𝑁=0

𝑧𝑁 |𝑁⟩R,±, |𝑁⟩R,± ∈ 𝜋ΔR

NSR
, 𝐿0|𝑁⟩R,± = (∆R +𝑁)|𝑁⟩R,±,(1.1.22)

где вектора |𝑁⟩R,± удовлетворяют

𝐿1|𝑁⟩R,± = 1/2|𝑁 − 1⟩R,±, 𝑁 > 0, 𝐺1|𝑁⟩R,± = 0.

Существует вложение алгебры Vir ⊕ Vir в универсальную обертывающую от

F⊕ NSR (согласно [7], [19])

𝐿(1)

𝑛 =
𝑏−1

𝑏−1 − 𝑏
𝐿𝑛 −

𝑏−1 + 2𝑏

𝑏−1 − 𝑏

(︃
1

2

∑︁
𝑟∈Z+𝛿

𝑟 : 𝑓𝑛−𝑟𝑓𝑟 : +
1 − 2𝛿

16
𝛿𝑛,0

)︃
+

1

𝑏−1 − 𝑏

∑︁
𝑟∈Z+𝛿

𝑓𝑛−𝑟𝐺𝑟,

𝐿(2)

𝑛 =
𝑏

𝑏− 𝑏−1
𝐿𝑛 −

𝑏+ 2𝑏−1

𝑏− 𝑏−1

(︃
1

2

∑︁
𝑟∈Z+𝛿

𝑟 : 𝑓𝑛−𝑟𝑓𝑟 : +
1 − 2𝛿

16
𝛿𝑛,0

)︃
+

1

𝑏− 𝑏−1

∑︁
𝑟∈Z+𝛿

𝑓𝑛−𝑟𝐺𝑟.

(1.1.23)

Параметризации старшего веса и центрального заряда для алгебры Вирасоро

∆(𝑃,𝑏) =
𝑄2

4
− 𝑃 2, 𝑐(𝑏) = 1 + 6𝑄2, где 𝑄 = 𝑏+ 𝑏−1.

Центральные заряды Vir(1) и Vir(2) даются формулами

𝑐(𝜂) = 𝑐(𝑏(𝜂)), 𝜂 = 1,2, где (𝑏(1))2 =
2𝑏2

1 − 𝑏2
, (𝑏(2))−2 =

2𝑏−2

1 − 𝑏−2
.
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Введем обозначение ∆
(𝜂)
𝑛 = ∆(𝑃

(𝜂)
𝑛 ,𝑏(𝜂)), 𝜂 = 1,2, где

𝑃 (1)

𝑛 = 𝑃 (1) + 𝑛𝑏(1), 𝑃 (2)

𝑛 = 𝑃 (2) + 𝑛 (𝑏(2))
−1
, 𝑃 (1) =

𝑃√
2 − 2𝑏2

, 𝑃 (2) =
𝑃√

2 − 2𝑏−2
.

Как и в случае Навье-Шварцевского сектора, в случае Рамоновского сектора имеется

разложение

Теорема 1.1.2. Для общего 𝑃 модуль 𝜋ΔR

F⊕NSR изоморфен сумме Vir⊕ Vir модулей

𝜋ΔR

F⊕NSR
∼= 𝜋ΔR,0

F⊕NSR ⊕ 𝜋ΔR,1
F⊕NSR

∼=
⨁︁

2𝑛+1/2∈Z

𝜋𝑛,0
Vir⊕Vir ⊕

⨁︁
2𝑛+1/2∈Z

𝜋𝑛,1
Vir⊕Vir.

где старшие веса 𝜋𝑛,𝜖
Vir⊕Vir равны (∆(1)

𝑛 ,∆
(2)
𝑛 ). Индекс 𝜖 = 0,1 обозначает т.н. четность.

Мы будем рассматривать случай 𝑐(1) = 𝑐(2) = 1. В этом случае разложение

вектора Уиттекера для алгебры F⊕ NSR будет иметь вид

Предложение 1.1.5.

𝑧1/16|1𝜇 ⊗𝑊R,𝜈(𝑧)⟩ =
∑︁

2𝑛+1/2∈Z

𝑙𝜇,𝜈𝑛 (𝑃,𝑖)
(︁
|𝑊 (1)(𝑧/4)⟩𝑛 ⊗ |𝑊 (2)(𝑧/4)⟩𝑛

)︁
,

где 𝑙𝑛 от 𝑧 не зависят.

Мы хотим вычислять ̂︁ℱ𝑘

̂︁ℱ𝑘 = 𝑧1/16⟨1+ ⊗𝑊R,+(1)|𝐻𝑘|1+ ⊗𝑊R,+(𝑧)⟩,

где 𝐻 = 𝑖𝐿
(1)
0 − 𝑖𝐿

(2)
0 .

С одной стороны

∞∑︁
𝑘=0

̂︀ℱ𝑘
𝛼𝑘

𝑘!
= 𝑧1/16⟨1+ ⊗𝑊R,+(1)|𝑒𝛼𝐻 |1+ ⊗𝑊R,+(𝑧)⟩ =

=
∑︁

2𝑛+1/2∈Z

𝑙+,+
𝑛 (𝑃,𝑖)𝑙+,+

𝑛 (𝑃,𝑖)⟨𝑊 (1)
𝑛 (1/4)|𝑒𝛼𝑖𝐿

(1)
0 |𝑊 (1)

𝑛 (𝑧/4)⟩⟨𝑊 (2)
𝑛 (1/4)|𝑒𝛼−𝑖𝐿

(2)
0 |𝑊 (2)

𝑛 (𝑧/4)⟩ =

=
∑︁

2𝑛+1/2∈Z

𝑙+,+
𝑛 (𝑃,𝑖)𝑙+,+

𝑛 (𝑃,𝑖)ℱ (1)
𝑛 (

1

4
𝑧𝑒𝛼𝑖)ℱ (2)

𝑛 (
1

4
𝑧𝑒−𝛼𝑖) =

=
∞∑︁
𝑘=0

∑︁
2𝑛+1/2∈Z

𝑙+,+
𝑛 (𝑃,𝑖)𝑙+,+

𝑛 (𝑃,𝑖)𝑖𝑘𝐷𝑘
[log 𝑧](ℱ (1)

𝑛 (𝑧/4),ℱ (2)
𝑛 (𝑧/4))

𝛼𝑘

𝑘!
,

C другой стороны мы можем вычислять действие степеней 𝐻 в терминах гене

раторов F⊕ NSR используя (1.1.23) 𝐻 = −
∑︀
𝑟∈Z

𝑓−𝑟𝐺𝑟.

27



Сравнивая два способа вычислений, мы получим

̂︁ℱ0 = 𝑧1/16ℱR, ̂︁ℱ1 = −𝑖𝑃
2
𝑧1/16ℱR,

̂︁ℱ2 = −1/2𝑧1/16
(︂
𝑧
𝑑

𝑑𝑧
− 1/16

)︂
ℱR, ̂︁ℱ3 = −𝑖𝑃

4
𝑧1/16

(︂
𝑧
𝑑

𝑑𝑧
− 1NSR/16

)︂
ℱR,

откуда ̂︁ℱ2 = −1

2

(︂
𝑧
𝑑

𝑑𝑧
− 1/8

)︂̂︁ℱ0

̂︁ℱ3 = −1

2

(︂
𝑧
𝑑

𝑑𝑧
− 1/8

)︂̂︁ℱ1.

В терминах конформных блоков алгебры Вирасоро

∑︁
2𝑛+1/2∈Z

𝑙+,+
𝑛 (𝜎)2𝐷2

[log 𝑧](ℱ((𝜎 + 𝑛)2|𝑧),ℱ((𝜎 − 𝑛)2|𝑧)) =

= −1

2

(︂
𝑧
𝑑

𝑑𝑧
− 1

8

)︂ ∑︁
2𝑛+1/2∈Z

𝑙+,+
𝑛 (𝜎)2ℱ((𝜎 + 𝑛)2|𝑧)ℱ((𝜎 − 𝑛)2|𝑧),

∑︁
2𝑛+1/2∈Z

(−1)2𝑛−1/2𝑙+,+
𝑛 (𝜎)2𝐷3

[log 𝑧](ℱ((𝜎 + 𝑛)2|𝑧),ℱ((𝜎 − 𝑛)2|𝑧)) =

= −1

2

(︂
𝑧
𝑑

𝑑𝑧
− 1

8

)︂ ∑︁
2𝑛+1/2∈Z

(−1)2𝑛−1/2𝑙+,+
𝑛 (𝜎)2𝐷1

[log 𝑧](ℱ((𝜎 + 𝑛)2|𝑧),ℱ((𝜎 − 𝑛)2|𝑧)).

Далее, для завершения доказательства утверждения о том, что 𝜏 -функция (1.1.16) удо

влетворяет уравнениям типа Окамото мы разделяем эти соотношения на два — с це

лыми и полуцелыми степенями и сравниваем 𝑙+,+2
𝑛 с коэффицинтами, приходящими из

𝐶(𝜎 + 𝑛) формулы (1.1.16).

1.2 Соответствие Мацуо-Чередника и квантово-классическая дуальность в ин

тегрируемых системах

1.2.1 Введение

Рациональные уравнения Книжника-Замолодчикова (КЗ) [38] имеют вид

~𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒
Φ
⟩

=

(︃
g(𝑖) + 𝜅

𝑛∑︁
𝑗 ̸=𝑖

P𝑖𝑗

𝑥𝑖 − 𝑥𝑗

)︃ ⃒⃒⃒
Φ
⟩
,

где
⃒⃒⃒
Φ
⟩

=
⃒⃒⃒
Φ
⟩

(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) принадлежит тензорному произведению 𝒱 = 𝑉 ⊗𝑉 ⊗ . . .⊗𝑉 =

𝑉 ⊗𝑛 векторных пространств 𝑉 = C𝑁 , P𝑖𝑗 – перестановка 𝑖-го и 𝑗-го факторов, g =
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diag(𝑔1, . . . , 𝑔𝑁) – диагональная 𝑁×𝑁 матрица и g(𝑖) – это оператор в 𝒱 , действующий
как g на 𝑖-м факторе (и тождественно на всех остальных).

Замечательное соответствие между уравнениями КЗ и квантовой моделью Ка

лоджеро [33], определенной гамильтонианом

ℋ̂ = ~2
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜕2𝑥𝑖
−

𝑛∑︁
𝑖 ̸=𝑗

𝜅(𝜅−~)

(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)2
,

было установлено Мацуо и Чередником в [39, 34] (см. также [35, 45]) в случае 𝑁 = 𝑛.

В этом случае можно искать решения (1.2.1) в виде⃒⃒⃒
Φ
⟩

=
∑︁
𝜎∈𝑆𝑛

Φ𝜎

⃒⃒⃒
𝑒𝜎

⟩
,

⃒⃒⃒
𝑒𝜎

⟩
= 𝑒𝜎(1) ⊗ 𝑒𝜎(2) ⊗ . . .⊗ 𝑒𝜎(𝑛),

где 𝑒𝑎 – стандартные базисные вектора в 𝑉 = C𝑛 = C𝑁 и 𝑆𝑛 – симметрическая группа.

Если такой вектор
⃒⃒⃒
Φ
⟩
решает уравнения КЗ, тогда функция

Ψ =
∑︁
𝜎∈𝑆𝑛

Φ𝜎

является собственной функцией гамильтониана Калоджеро:

ℋ̂Ψ = 𝐸Ψ, 𝐸 = 𝑔21 + 𝑔22 + . . .+ 𝑔2𝑁 .

Это соответствие может быть распространено на тригонометрические версии обеих мо

делей.

Мы покажем, что подобное соответствие существует также в случае, когда чис

ло отмеченных точек 𝑛 не обязательно равно 𝑁 = dim𝑉 . В этой форме оно выгля

дит как квантовая деформация квантово-классического соответствия [29, 30, 37, 41, 46]

между квантовой моделью Годена и классической моделью Калоджеро (см. в [32] об

суждение отображения Мацуо-Чередника в этом контексте).

Система уравнений КЗ – это нестационарная версия квантовой модели Годена,

причем ~ является параметром нестационарности. Мы обозначили его ~, поскольку он
становится настоящей постоянной Планка в соответствующей квантовой модели Калод

жеро. Спектральная задача для модели Годена – это “квазиклассический” предел КЗ

при ~ → 0. Действительно, при ~ → 0 решения КЗ имеют асимптотический вид [42]⃒⃒⃒
Φ
⟩

=
(︁⃒⃒⃒
𝜑0

⟩
+ ~
⃒⃒⃒
𝜑1

⟩
+ . . .

)︁
𝑒𝑆/~

который, при подстановке в уравнения КЗ (1.2.1), приводит в лидирующем порядке к

задаче на собственные значения

H𝑖

⃒⃒⃒
𝜑0

⟩
= 𝑝𝑖

⃒⃒⃒
𝜑0

⟩
, 𝑝𝑖 =

𝜕𝑆

𝜕𝑥𝑖
, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛,
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для коммутирующих гамильтонианов ГоденаH𝑖 = g(𝑖) + 𝜅

𝑛∑︁
𝑗 ̸=𝑖

P𝑖𝑗

𝑥𝑖 − 𝑥𝑗
с постоянной План

ка 𝜅. В квантово-классическом соответствии собственные значения 𝑝𝑖 отождествляются

с импульсами частиц модели Калоджеро-Мозера с координатами 𝑥𝑖.

1.2.2 Гамильтонианы Годена и уравнения КЗ

Пусть e𝜅𝑎𝑏 – генераторы “𝜅-зависимой версии” универсальной обертывающей ал

гебры 𝑈(𝑔𝑙(𝑁)) с коммутационными соотношениями [e𝜅𝑎𝑏, e
𝜅
𝑎′𝑏′ ] = 𝜅(𝛿𝑎′𝑏e

𝜅
𝑎𝑏′ − 𝛿𝑎𝑏′e

𝜅
𝑎′𝑏).

Поскольку при 𝜅 = 0 операторы e𝜅𝑎𝑏 коммутируют, параметр 𝜅 играет роль формальной

потоянной Планка. Пусть 𝜋 – 𝑁 -мерное векторное представление 𝑈 (𝜅)(𝑔𝑙(𝑁)). Мы име

ем 𝜋(e𝜅𝑎𝑏) = 𝜅𝑒𝑎𝑏, где 𝑒𝑎𝑏 – стандартный базис в пространстве 𝑁×𝑁 матриц: матрица 𝑒𝑎𝑏

имеет всего один ненулевой элемент (равный 1) в месте 𝑎𝑏: (𝑒𝑎𝑏)𝑎′𝑏′ = 𝛿𝑎𝑎′𝛿𝑏𝑏′ . Отметим,

что I =
∑︀

𝑎 𝑒𝑎𝑎 – единичная матрица, а P =
∑︀

𝑎𝑏 𝑒𝑎𝑏 ⊗ 𝑒𝑏𝑎 – оператор перестановки,

действующий в пространстве C𝑁 ⊗ C𝑁 .

В тензорном произведении 𝑈 (𝜅)(𝑔𝑙(𝑁))⊗𝑛 генераторы e𝜅𝑎𝑏 могут быть реализо

ваны как e
𝜅 (𝑖)
𝑎𝑏 := I⊗(𝑖−1) ⊗ e𝜅𝑎𝑏 ⊗ I⊗(𝑛−𝑖). Ясно, что они коммутируют при любых 𝑖 ̸= 𝑗

и 𝑎,𝑏, поскольку нетривиально действуют в разных пространствах. Аналогично, для

любой матрицы g ∈ End(C𝑁) определим g(𝑖), действующий в тензорном произведении

𝒱 = (C𝑁)⊗𝑛: g(𝑖) = I⊗(𝑖−1) ⊗ g ⊗ I⊗(𝑛−𝑖) ∈ End(𝒱). В этих обозначениях P𝑖𝑗 :=
∑︁
𝑎,𝑏

𝑒
(𝑖)
𝑎𝑏 𝑒

(𝑗)
𝑏𝑎

– оператор перестановки 𝑖-го и 𝑗-го тензорных факторов в 𝒱 = C𝑁 ⊗ . . . ⊗ C𝑁 . Ясно,

что P𝑖𝑗 = P𝑗𝑖 и P2
𝑖𝑗 = I.

Зафиксируем 𝑛 различных чисел 𝑥𝑖 ∈ C и диагональную 𝑁×𝑁 матрицу g =

diag (𝑔1, . . . , 𝑔𝑁). (Мы предполагаем, что 𝑛 > 𝑁 и что 𝑔𝑖 все различны и не равны 0.)

Будем называть g матрицей твиста. Коммутирующие гамильтонианы Годена имеют вид

H𝑖 =
1

𝜅

(︃
𝑁∑︁
𝑎=1

𝑔𝑎e
𝜅 (𝑖)
𝑎𝑎 +

∑︁
𝑗 ̸=𝑖

𝑁∑︁
𝑎,𝑏=1

e
𝜅 (𝑖)
𝑎𝑏 e

𝜅 (𝑗)
𝑏𝑎

𝑥𝑖 − 𝑥𝑗

)︃
, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛.

Гамильтонианы квантовой модели Годена [36] с гильбертовым пространством 𝒱 = (C𝑁)⊗𝑛

– это ограничения операторов (1.2.2) на 𝑁 -мерное векторное представление 𝜋:

H𝑖 =
𝑁∑︁
𝑎=1

𝑔𝑎𝑒
(𝑖)
𝑎𝑎 + 𝜅

∑︁
𝑗 ̸=𝑖

𝑁∑︁
𝑎,𝑏=1

𝑒
(𝑖)
𝑎𝑏 𝑒

(𝑗)
𝑏𝑎

𝑥𝑖 − 𝑥𝑗
= g(𝑖) + 𝜅

∑︁
𝑗 ̸=𝑖

P𝑖𝑗

𝑥𝑖 − 𝑥𝑗
, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛

(для краткости мы обозначаем 𝜋⊗𝑛(H𝑖) той же буквой H𝑖). Известно, что гамильтони

аны Годена образуют коммутативное семейство: [H𝑖,H𝑗] = 0 для всех 𝑖,𝑗 = 1, . . . , 𝑛.
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Операторы

M𝑎 =
𝑛∑︁

𝑙=1

𝑒(𝑙)𝑎𝑎

коммутируют между собой и с гамильтонианами Годена: [H𝑖,M𝑎] = 0. Ясно, что
∑︀

𝑎M𝑎 =

𝑛I, и
𝑛∑︁

𝑖=1

H𝑖 =
𝑁∑︁
𝑎=1

𝑔𝑎M𝑎. Спектральная задача имеет вид

⎧⎨⎩ H𝑖

⃒⃒⃒
𝜑
⟩

= 𝐻𝑖

⃒⃒⃒
𝜑
⟩

M𝑎

⃒⃒⃒
𝜑
⟩

= 𝑀𝑎

⃒⃒⃒
𝜑
⟩

Общие собственные состояния гамильтонианов могут быть классифицированы в соот

ветствии с собственными значениями операторов M𝑎.

Пусть

𝒱 = 𝑉 ⊗𝑛 =
⨁︁

𝑀1,...,𝑀𝑁

𝒱({𝑀𝑎})

весовое разложение гильбертова пространства 𝒱 модели Годена в прямую сумму соб

ственных подпространств операторов M𝑎 с собственными значениями 𝑀𝑎 ∈ Z>0, 𝑎 =

1, . . . , 𝑁 (напомним, что𝑀1+ . . .+𝑀𝑁 = 𝑛). Тогда собственные состояния дляH𝑖 лежат

в подпространствах 𝒱({𝑀𝑎}),

dim𝒱({𝑀𝑎}) =
𝑛!

𝑀1! . . .𝑀𝑁 !
.

Базисные векторы в 𝒱({𝑀𝑎}) таковы:
⃒⃒⃒
𝐽
⟩

= 𝑒𝑗1 ⊗ 𝑒𝑗2 ⊗ . . .⊗ 𝑒𝑗𝑛 , где число индексов 𝑗𝑘

таких, что 𝑗𝑘 = 𝑎 равно 𝑀𝑎 для всех 𝑎 = 1, . . . , 𝑁 . Мы также введем дуальные вектора⟨
𝐽
⃒⃒⃒

= 𝑒†𝑗1 ⊗ 𝑒†𝑗2 ⊗ . . .⊗ 𝑒†𝑗𝑛 такие, что
⟨
𝐽
⃒⃒⃒
𝐽 ′
⟩

= 𝛿𝐽,𝐽 ′ .

Система уравнений КЗ – это нестационарная версия модели Годена:

~𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒
Φ
⟩

= H𝑖

⃒⃒⃒
Φ
⟩
, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛.

Она уважает весовое разложение (1.2.2), следовательно, решения принадлежат весо

вым подпространствам 𝒱({𝑀𝑎}). Уравнения (1.2.2) совместны в силу условий плоской

связности

[~𝜕𝑥𝑖
−H𝑖, ~𝜕𝑥𝑗

−H𝑗] = 0 для всех 𝑖,𝑗 = 1, . . . , 𝑛.
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1.2.3 Соответствие КЗ-Калоджеро

Мы утверждаем, что для любого решения уравнений КЗ, принадлежащего под

пространству 𝒱({𝑀𝑎}),
⃒⃒⃒
Φ
⟩

=
∑︁
𝐽

Φ𝐽

⃒⃒⃒
𝐽
⟩
, функция

Ψ =
∑︁
𝐽

Φ𝐽

является собственной функцией гамильтониана Калоджеро с собственным значением

𝐸 =
𝑁∑︁
𝑎=1

𝑀𝑎𝑔
2
𝑎: (︃

~2
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜕2𝑥𝑖
−

𝑛∑︁
𝑖 ̸=𝑗

𝜅(𝜅− ~)

(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)2

)︃
Ψ = 𝐸Ψ .

В частности, при 𝑛 = 𝑁 и𝑀1 = 𝑀2 = . . . = 𝑀𝑁 = 1 получается результат [39, 34, 35, 45].

Для доказательства рассмотрим ковектор, равный сумме базисных ковекторов

пространства (𝒱({𝑀𝑎}))*: ⟨
Ω
⃒⃒⃒

=
∑︁
𝐽

⟨
𝐽
⃒⃒⃒
,

тогда Ψ =
⟨

Ω
⃒⃒⃒
Φ
⟩
. Применив оператор ~𝜕𝑥𝑖

к уравнению КЗ (1.2.1), получим:

~2𝜕2𝑥𝑖

⃒⃒⃒
Φ
⟩

= −~𝜅
∑︁
𝑗 ̸=𝑖

P𝑖𝑗

(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)2

⃒⃒⃒
Φ
⟩

+

(︃
g(𝑖) + 𝜅

∑︁
𝑗 ̸=𝑖

P𝑖𝑗

𝑥𝑖 − 𝑥𝑗

)︃
~𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒
Φ
⟩

= −~𝜅
∑︁
𝑗 ̸=𝑖

P𝑖𝑗

(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)2

⃒⃒⃒
Φ
⟩

+

(︃
g(𝑖) + 𝜅

∑︁
𝑗 ̸=𝑖

P𝑖𝑗

𝑥𝑖 − 𝑥𝑗

)︃(︃
g(𝑖) + 𝜅

∑︁
𝑙 ̸=𝑖

P𝑖𝑙

𝑥𝑖 − 𝑥𝑙

)︃ ⃒⃒⃒
Φ
⟩

= −~𝜅
∑︁
𝑗 ̸=𝑖

P𝑖𝑗

(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)2

⃒⃒⃒
Φ
⟩

+ 𝜅2
∑︁
𝑗 ̸=𝑖

1

(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)2

⃒⃒⃒
Φ
⟩

+ (g(𝑖))2
⃒⃒⃒
Φ
⟩

+𝜅2
∑︁
𝑗 ̸=𝑙 ̸=𝑖

P𝑖𝑗P𝑖𝑙

(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)(𝑥𝑖 − 𝑥𝑙)

⃒⃒⃒
Φ
⟩

+ 𝜅
∑︁
𝑗 ̸=𝑖

P𝑖𝑗

𝑥𝑖 − 𝑥𝑗
g(𝑖)
⃒⃒⃒
Φ
⟩

+ 𝜅
∑︁
𝑗 ̸=𝑖

P𝑖𝑗

𝑥𝑖 − 𝑥𝑗
g(𝑗)
⃒⃒⃒
Φ
⟩
.

В последних строчках мы приняли во внимание, что P2
𝑖𝑗 = I и g(𝑖)P𝑖𝑗 = P𝑖𝑗g

(𝑗). Так

как
⟨

Ω
⃒⃒⃒
P𝑖𝑗

⃒⃒⃒
𝐽
⟩

= 1 для всех базисных векторов
⃒⃒⃒
𝐽
⟩
, мы имеем

⟨
Ω
⃒⃒⃒
P𝑖𝑗 =

⟨
Ω
⃒⃒⃒
. Следо

вательно, операторы перестановки исчезают после применения
⟨

Ω
⃒⃒⃒
слева. Взяв сумму

~2
⟨

Ω
⃒⃒⃒
𝜕2𝑥𝑖

⃒⃒⃒
Φ
⟩

= ~2𝜕2𝑥𝑖
Ψ по 𝑖 и используя тождества1

∑︁
𝑗 ̸=𝑙 ̸=𝑖

1

(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)(𝑥𝑖 − 𝑥𝑙)
= 0,

1Тождество (1.2.3) следует из 1
(𝑥𝑖−𝑥𝑗)

1
(𝑥𝑖−𝑥𝑙)

+ 1
(𝑥𝑖−𝑥𝑗)

1
(𝑥𝑙−𝑥𝑗)

+ 1
(𝑥𝑖−𝑥𝑙)

1
(𝑥𝑗−𝑥𝑙)

= 0 примененного к

сумме симметризованной по отношению к 𝑖,𝑗,𝑙.
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∑︁
𝑖 ̸=𝑗

g(𝑖) + g(𝑗)

𝑥𝑖 − 𝑥𝑗
= 0,

∑︁
𝑖

⟨
Ω
⃒⃒⃒
(g(𝑖))2

⃒⃒⃒
Φ
⟩

=

(︃
𝑁∑︁
𝑎=1

𝑀𝑎𝑔
2
𝑎

)︃
Ψ

получаем (1.2.3).

Отметим, что Ψ =
⟨

Ω
⃒⃒⃒
Φ
⟩
является собственной функцией оператора полного

импульса 𝒫 = ~
∑︀

𝑗 𝜕𝑥𝑗
с собственным значением

∑︀
𝑎𝑀𝑎𝑔𝑎. В приложении мы покажем,

что Ψ является также собственной функцией кубического гамильтониана ℋ̂3. Мы вы

сказываем гипотезу, что Ψ является общей собственной функцией для всех высших

гамильтонианов Калоджеро ℋ̂𝑘 с собственными значениями 𝐸𝑘 =
∑︀

𝑎𝑀𝑎𝑔
𝑘
𝑎 . Первые

четыре гамильтониана выписаны в явном виде в [44].

1.2.4 Тригонометрический случай

Тригонометрическая (гиперболическая) версия системы уравнений КЗ имеет

вид [35]

~𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒
Φ
⟩

=

(︃
g(𝑖) + 𝜅𝛾

𝑛∑︁
𝑗 ̸=𝑖

(︁
coth 𝛾(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)P𝑖𝑗 + T𝑖𝑗

)︁)︃ ⃒⃒⃒
Φ
⟩
,

где использованы те же обозначения, что и в (1.2.1) и

T =
∑︁
𝑎>𝑏

(𝑒𝑎𝑏 ⊗ 𝑒𝑏𝑎 − 𝑒𝑏𝑎 ⊗ 𝑒𝑎𝑏).

Этот оператор действует на базисных векторах следующим образом:

T𝑒𝑎 ⊗ 𝑒𝑏 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑒𝑏 ⊗ 𝑒𝑎 если 𝑎 < 𝑏

− 𝑒𝑏 ⊗ 𝑒𝑎 если 𝑎 > 𝑏

0 в противном случае

Отметим, что T𝑗𝑖 = −T𝑖𝑗. В пределе 𝛾 → 0 воспроизводятся рациональные уравнения

КЗ (1.2.1).

Вычисление, подобное приведенному выше для рационального случая, ведет к

следующему утверждению. Для любого решения
⃒⃒⃒
Φ
⟩

=
∑︀

𝐽 Φ𝐽

⃒⃒⃒
𝐽
⟩
уравнений КЗ (1.2.4),

принадлежащих пространству 𝒱({𝑀𝑎}), функция Ψ =
∑︀

𝐽 Φ𝐽 решает спектральную

задачу для гамильтониана Калоджеро-Сазерленда(︃
~2

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜕2𝑥𝑖
−

𝑛∑︁
𝑖 ̸=𝑗

𝜅(𝜅− ~)𝛾2

sinh2 𝛾(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)

)︃
Ψ = 𝐸Ψ
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с собственным значением

𝐸 =
𝑁∑︁
𝑎=1

𝑀𝑎𝑔
2
𝑎 +

𝜅2𝛾2

3

𝑁∑︁
𝑎=1

𝑀𝑎(𝑀
2
𝑎 − 1).

Вот некоторые подробности вычисления, которое более трудоемко, чем в раци

ональном случае. Применив оператор ~𝜕𝑥𝑖
к уравнению КЗ (1.2.4), получим:

~2𝜕2𝑥𝑖

⃒⃒⃒
Φ
⟩

= − ~𝜅𝛾2
∑︁
𝑗 ̸=𝑖

P𝑖𝑗

sinh2 𝛾(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)

⃒⃒⃒
Φ
⟩

+

(︃
g(𝑖) + 𝜅𝛾

𝑛∑︁
𝑗 ̸=𝑖

(︁
coth 𝛾(𝑥𝑖−𝑥𝑗)P𝑖𝑗 + T𝑖𝑗

)︁)︃(︃
g(𝑖) + 𝜅𝛾

𝑛∑︁
𝑙 ̸=𝑖

(︁
coth 𝛾(𝑥𝑖−𝑥𝑙)P𝑖𝑙 + T𝑖𝑙

)︁)︃
Φ
⟩
.

Как и ранее, чтобы получить уравнение для Ψ =
⟨

Ω
⃒⃒⃒
Φ
⟩
, применим

⟨
Ω
⃒⃒⃒

=
∑︀

𝐽

⟨
𝐽
⃒⃒⃒
слева

и просуммируем по 𝑖. После раскрытия скобок в правой части возникают несколько

различных членов, “желательных” и “нежелательных”. “Желательные” члены таковы:

−~𝜅𝛾2
∑︁
𝑗 ̸=𝑖

1

sinh2 𝛾(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)
Ψ + 𝜅2𝛾2

∑︁
𝑖 ̸=𝑗

coth2 𝛾(𝑥𝑖−𝑥𝑗)Ψ

=
𝑛∑︁

𝑖 ̸=𝑗

𝜅(𝜅− ~)𝛾2

sinh2 𝛾(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)
Ψ + 𝑛(𝑛− 1)𝜅2𝛾2Ψ.

Оказывается, что “нежелательные” члены либо сокращаются, либо дают вклад в соб

ственное значение. Чтобы это увидеть, нам нужны несколько тождеств. Прежде всего,

тригонометрический аналог тождества (1.2.3) имеет вид1∑︁
𝑖 ̸=𝑗 ̸=𝑙

coth 𝛾(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗) coth 𝛾(𝑥𝑖 − 𝑥𝑙) =
1

3
𝑛(𝑛− 1)(𝑛− 2).

Имеется очевидный тригонометрический аналог (1.2.3):∑︁
𝑖 ̸=𝑗

coth 𝛾(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)(g
(𝑖) + g(𝑗)) = 0.

Используя (1.2.4), можно доказать тождество

(g(𝑖) − g(𝑗))T𝑖𝑗 + T𝑖𝑗(g
(𝑖) − g(𝑗)) = 0.

1Подобно (1.2.3), тождество (1.2.4) следует из формулы суммирования для функции coth:

coth 𝛾(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗) coth 𝛾(𝑥𝑖 − 𝑥𝑙) + coth 𝛾(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗) coth 𝛾(𝑥𝑙 − 𝑥𝑗) + coth 𝛾(𝑥𝑖 − 𝑥𝑙) coth 𝛾(𝑥𝑗 − 𝑥𝑙) = 1 и∑︀
𝑖 ̸=𝑗 ̸=𝑙 1 = 𝑛(𝑛− 1)(𝑛− 2).

34



Наиболее нетривиальные тождества таковы:∑︁
𝑖 ̸=𝑗

⟨
Ω
⃒⃒⃒
T2

𝑖𝑗

⃒⃒⃒
Φ
⟩

= −

(︃
𝑛(𝑛− 1) −

∑︁
𝑎

𝑀𝑎(𝑀𝑎 − 1)

)︃
Ψ,

∑︁
𝑖 ̸=𝑗 ̸=𝑙

⟨
Ω
⃒⃒⃒
T𝑖𝑗T𝑖𝑙

⃒⃒⃒
Φ
⟩

= −1

3

(︃
𝑛(𝑛− 1)(𝑛− 2) −

∑︁
𝑎

𝑀𝑎(𝑀𝑎 − 1)(𝑀𝑎 − 2)

)︃
Ψ.

Они выводятся из определения (1.2.4). Рассмотрим сначала (1.2.4). Оператор T2
𝑖𝑗 дей

ствует на произвольном 𝑒
(𝑖)
𝑎 𝑒

(𝑗)
𝑏 входящем в

⃒⃒⃒
Φ
⟩
∈ 𝒱({𝑀𝑎}) следующим образом:

T2
𝑖𝑗 𝑒

(𝑖)
𝑎 𝑒

(𝑗)
𝑏 =

{︃
−𝑒(𝑖)𝑎 𝑒

(𝑗)
𝑏 if 𝑎 ̸= 𝑏

0 в противном случае.

Следовательно, мы вычисляем
∑︀

𝑖 ̸=𝑗 1 = 𝑛(𝑛 − 1) для всех
⃒⃒⃒
𝐽
⟩
и вычитаем члены,

соответствующие второй строчке в (1.2.4). Для доказательства (1.2.4) удобно симмет

ризовать T𝑖𝑗T𝑖𝑙 по отношению к перестановкам 𝑖,𝑗,𝑙 (помня, что T𝑖𝑗 = −T𝑗𝑖):∑︁
𝑖 ̸=𝑗 ̸=𝑙

⟨
Ω
⃒⃒⃒
T𝑖𝑗T𝑖𝑙

⃒⃒⃒
Φ
⟩

=
1

3

∑︁
𝑖 ̸=𝑗 ̸=𝑙

⟨
Ω
⃒⃒⃒
T𝑖𝑗T𝑖𝑙 + T𝑙𝑗T𝑖𝑗 + T𝑖𝑙T𝑗𝑙

⃒⃒⃒
Φ
⟩

Можно проверить непосредственно, что оператор T𝑖𝑗T𝑖𝑙 + T𝑙𝑗T𝑖𝑗 + T𝑖𝑙T𝑗𝑙 действует на

произвольном 𝑒
(𝑖)
𝑎 𝑒

(𝑗)
𝑏 𝑒

(𝑙)
𝑐 , входящем в

⃒⃒⃒
Φ
⟩
∈ 𝒱({𝑀𝑎}), следующим образом:

(T𝑖𝑗T𝑖𝑙 + T𝑙𝑗T𝑖𝑗 + T𝑖𝑙T𝑗𝑙) 𝑒(𝑖)𝑎 𝑒
(𝑗)
𝑏 𝑒(𝑙)𝑐 =

{︃
0 если 𝑎 = 𝑏 = 𝑐

−𝑒(𝑙)𝑎 𝑒(𝑖)𝑏 𝑒
(𝑗)
𝑐 в противном случае.

Следовательно, мы опять вычисляем
∑︀

𝑖 ̸=𝑗 ̸=𝑙 1 = 𝑛(𝑛−1)(𝑛−2), затем вычитаем случаи,

соответствующие первой строчке в (1.2.4), и ставим общий знак минус.

1.2.5 Связь с квантово-классическим соответствием

Мы установили соответствие между решениями уравнения КЗ в различных

весовых подпространствах пространства 𝑉 ⊗𝑛 и решениями спектральной задачи для

𝑛-частичной модели Калоджеро. Оно обобщает ранее известное отображение Мацуо

Чередника на случай, когда dim𝑉 не обязательно равно 𝑛. В этой более общей фор

ме данное соответствие может быть интерпретировано как естественное “квантование”

квантово-классического соответствия [30, 37, 43, 41] между квантовой моделью Годена

и классической системой частиц Калоджеро-Мозера.

Гамильтониан этой последней имеет вид

ℋ =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑝2𝑖 −
𝑛∑︁

𝑖 ̸=𝑗

𝜅2

(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)2
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со стандартными скобками Пуассона {𝑝𝑖, 𝑥𝑗} = 𝛿𝑖𝑗 (для простоты мы рассматриваем

рациональный случай). Известно, что модель интегрируема [40] с матрицей Лакса

𝐿𝑖𝑗 = 𝑝𝑖𝛿𝑖𝑗 +
𝜅(1 − 𝛿𝑖𝑗)

𝑥𝑖 − 𝑥𝑗
.

Высшие гамильтонианы в инволюции даются следами степеней матрицы Лакса: ℋ𝑘 =

tr𝐿𝑘, ℋ2 = ℋ. Соответствие с квантовой моделью Годена строится следующим образом.

Рассмотрим множество уровней всех классических гамильтонианов,

ℋ𝑘 =
𝑁∑︁
𝑎=1

𝑀𝑎𝑔
𝑘
𝑎 , 𝑀𝑎 ∈ Z>0,

с фиксированными координатами 𝑥𝑖. (Это означает, что собственные значения 𝑛×𝑛
матрицы Лакса суть 𝑔𝑎 с кратностями 𝑀𝑎.) Тогда разрешенные значения импульсов

𝑝𝑖 совпадут с собственными значениями гамильтонианов Годена H𝑖 в весовом подпро

странстве 𝒱({𝑀𝑎}) для модели с отмеченными точками 𝑥𝑖 и матрицей твиста g =

diag (𝑔1, . . . , 𝑔𝑁). В действительности разрешенные значения импульсов 𝑝𝑖 удовлетво

ряют системе алгебраических уравнений. Различные решения этой системы соответ

ствуют различным собственным состояниям гамильтонианов Годена. Константа связи

𝜅 играет роль формальной постоянной Планка в модели Годена.

В тригонометрическом случае собственные значения матрицы Лакса

𝐿trig
𝑖𝑗 = 𝑝𝑖𝛿𝑖𝑗 +

𝜅𝛾(1 − 𝛿𝑖𝑗)

sinh 𝛾(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)

должны образовывать “струны” длины 𝑀𝑎 с центром в 𝑔𝑎 (см. [31]):

𝑔(𝛼)𝑎 = 𝑔𝑎 − (𝑀𝑎 − 1 − 2𝛼)𝜅𝛾, 𝛼 = 0,1, . . . ,𝑀𝑎 − 1.

Тогда 𝑝𝑖 являются собственными значениями тригонометрических гамильтонианов Го

дена. Формула (1.2.4) для собственных значений 𝐸 гамильтониана Калоджеро-Сазер

ленда согласуется с этим, поскольку она в действительности представляет собой сумму

квадратов всех 𝑛 собственных значений тригонометрической матрицы Лакса:

𝐸 =
𝑁∑︁
𝑎=1

𝑀𝑎−1∑︁
𝛼=0

(𝑔(𝛼)𝑎 )2,

как можно легко проверить. Мы опять высказываем гипотезу, что Ψ является общей

собственной функцией для всех гамильтонианов модели Калолжеро-Сазерленда с соб

ственными значениями
𝑁∑︁
𝑎=1

𝑀𝑎−1∑︁
𝛼=0

(𝑔(𝛼)𝑎 )𝑘.
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Мы видим, что квантование классической системы частиц Калоджеро с посто

янной Планка ~ (𝑝𝑖 → ~𝜕𝑥𝑖
) соответствует неавтономной деформации модели Годена,

которая представляет собой систему уравнений КЗ с матрицей твиста.

Итак, мы обсудили соответствие Мацуо-Чередника между решениями рацио

нальных или тригонометрических уравнений КЗ в (C𝑁)⊗𝑛 и решениями спектральной

задачи для 𝑛-частичной модели Калоджеро (соответственно, рациональной или триго

нометрической). Ранее известная конструкция [39, 34] обобщена на случай, когда 𝑛 не

обязательно равно 𝑁 . Волновая функция модели Калоджеро строится как сумма всех

компонент решения уравнений КЗ в данном весовом подпространстве. Мы также вы

сказали гипотезу, что эта волновая функция является общей собственной функцией для

всех высших гамильтонианов Калоджеро. Эта гипотеза проверена прямым вычислени

ем для третьего (кубического) гамильтониана Калоджеро.

Важно отметить, что этот результат проливает некоторый новый свет на кван

тово-классическое соответствие между квантовой моделью Годена и классической си

стемой частиц Калоджеро [30, 37, 43, 41]. Именно, мы видим, что происходит с другой

стороной данного соответствия, если квантовать систему Калоджеро: спектральная за

дача для модели Годена превращается в ее нестационарную версию, которая является

системой уравнений КЗ.

1.2.6 Приложение: кубический гамильтониан

Здесь мы покажем, что волновая функция Ψ (1.2.3) является собственной функ

цией для третьего (кубического) гамильтониана Калоджеро

ℋ̂3 =
∑︁
𝑖

~3𝜕3𝑥𝑖
− 3~𝜅(𝜅− ~)

∑︁
𝑖 ̸=𝑗

1

(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)2
𝜕𝑥𝑖
.

Удобно ввести связность КЗ

∇𝑖 = ~𝜕𝑥𝑖
− g(𝑖) − 𝜅

𝑛∑︁
𝑗 ̸=𝑖

P𝑖𝑗

𝑥𝑖 − 𝑥𝑗
.

Тогда уравнения КЗ (1.2.1) примут вид

∇𝑖

⃒⃒⃒
Φ
⟩

= 0 , 𝑖 = 1,..,𝑛 .
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Ниже мы будем опускать 𝑗 ̸= 𝑖 в суммах, подразумевая, что индексы суммирования не

равны 𝑖. Прямое вычисление дает

∇2
𝑖 = ~2𝜕2𝑥𝑖

− 2~

(︃
g(𝑖) + 𝜅

∑︁
𝑗

P𝑖𝑗

𝑥𝑖 − 𝑥𝑗

)︃
𝜕𝑥𝑖

+
(︀
g(𝑖)
)︀2

+ 𝜅
∑︁
𝑗

g(𝑖)P𝑖𝑗 + P𝑖𝑗g
(𝑖)

𝑥𝑖 − 𝑥𝑗

+ ~𝜅
∑︁
𝑗

P𝑖𝑗

(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)2
+ 𝜅2

∑︁
𝑗,𝑘

P𝑖𝑗P𝑖𝑘

(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)(𝑥𝑖 − 𝑥𝑘)
,

∇3
𝑖 = ~3𝜕3𝑥𝑖

− 3~2
(︃
g(𝑖) + 𝜅

∑︁
𝑗

P𝑖𝑗

𝑥𝑖 − 𝑥𝑗

)︃
𝜕2𝑥𝑖

+ 3~2𝜅
∑︁
𝑗

P𝑖𝑗

(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)2
𝜕𝑥𝑖

−
(︀
g(𝑖)
)︀3

+3~𝜅2
∑︁
𝑗,𝑘

P𝑖𝑗P𝑖𝑘

(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)(𝑥𝑖 − 𝑥𝑘)
𝜕𝑥𝑖

+ 3~
(︀
g(𝑖)
)︀2
𝜕𝑥𝑖

+ 3~𝜅
∑︁
𝑗

g(𝑖)P𝑖𝑗 + P𝑖𝑗g
(𝑖)

𝑥𝑖 − 𝑥𝑗
𝜕𝑥𝑖

−2~2𝜅
∑︁
𝑗

P𝑖𝑗

(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)3
− ~𝜅

∑︁
𝑗

2g(𝑖)P𝑖𝑗 + P𝑖𝑗g
(𝑖)

(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)2
− 3~𝜅2

∑︁
𝑗,𝑘

P𝑖𝑗P𝑖𝑘

(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)2(𝑥𝑖 − 𝑥𝑘)

−𝜅
∑︁
𝑗

(︀
g(𝑖)
)︀2

P𝑖𝑗 + g(𝑖)P𝑖𝑗g
(𝑖) + P𝑖𝑗

(︀
g(𝑖)
)︀2

(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)
− 𝜅3

∑︁
𝑗,𝑘,𝑙

P𝑖𝑗P𝑖𝑘P𝑖𝑙

(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)(𝑥𝑖 − 𝑥𝑘)(𝑥𝑖 − 𝑥𝑙)

−𝜅2
∑︁
𝑗,𝑘

g(𝑖)P𝑖𝑗P𝑖𝑘 + P𝑖𝑗g
(𝑖)P𝑖𝑘 + P𝑖𝑗P𝑖𝑘g

(𝑖)

(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)(𝑥𝑖 − 𝑥𝑘)
.

Теперь используем (1.2.6). Подставим 𝜕2𝑥𝑖
из уравнения ∇2

𝑖

⃒⃒⃒
Φ
⟩

= 0 с ∇2
𝑖 , записанном как

в (1.2.6):

∇3
𝑖 = ~3𝜕3𝑥𝑖

+ 3~2𝜅
∑︁
𝑗

P𝑖𝑗

(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)2
𝜕𝑥𝑖

+ 2𝜅3
∑︁
𝑗,𝑘,𝑙

P𝑖𝑗P𝑖𝑘P𝑖𝑙

(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)(𝑥𝑖 − 𝑥𝑘)(𝑥𝑖 − 𝑥𝑙)

−3~𝜅2
∑︁
𝑗,𝑘

P𝑖𝑗P𝑖𝑘

(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)(𝑥𝑖 − 𝑥𝑘)
𝜕𝑥𝑖

− 3~
(︀
g(𝑖)
)︀2
𝜕𝑥𝑖

− 3~𝜅
∑︁
𝑗

g(𝑖)P𝑖𝑗 + P𝑖𝑗g
(𝑖)

𝑥𝑖 − 𝑥𝑗
𝜕𝑥𝑖

+~𝜅
∑︁
𝑗

g(𝑖)P𝑖𝑗 −P𝑖𝑗g
(𝑖)

(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)2
+ 2𝜅2

∑︁
𝑗,𝑘

g(𝑖)P𝑖𝑗P𝑖𝑘 + P𝑖𝑗g
(𝑖)P𝑖𝑘 + P𝑖𝑗P𝑖𝑘g

(𝑖)

(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)(𝑥𝑖 − 𝑥𝑘)

+2𝜅
∑︁
𝑗

(︀
g(𝑖)
)︀2

P𝑖𝑗 + g(𝑖)P𝑖𝑗g
(𝑖) + P𝑖𝑗

(︀
g(𝑖)
)︀2

(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)
− 2~2𝜅

∑︁
𝑗

P𝑖𝑗

(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)3
+ 2

(︀
g(𝑖)
)︀3
.
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Здесь и ниже мы подразумеваем, что операторы действуют на решение
⃒⃒⃒
Φ
⟩
уравне

ний КЗ (для краткости мы не пишем вектор
⃒⃒⃒
Φ
⟩
явно). Таким же образом сделаем

следующие подстановки в правую часть (1.2.6) (используя ∇𝑖

⃒⃒⃒
Φ
⟩

= 0):

−3~
(︀
g(𝑖)
)︀2
𝜕𝑥𝑖

= −3~
(︀
g(𝑖)
)︀3 − 3𝜅

∑︁
𝑗

(︀
g(𝑖)
)︀2

P𝑖𝑗

(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)
,

−3~𝜅
∑︁
𝑗

g(𝑖)P𝑖𝑗 + P𝑖𝑗g
(𝑖)

𝑥𝑖 − 𝑥𝑗
𝜕𝑥𝑖

= −3𝜅2
∑︁
𝑗,𝑘

g(𝑖)P𝑖𝑗P𝑖𝑘 + P𝑖𝑗g
(𝑖)P𝑖𝑘

(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)(𝑥𝑖 − 𝑥𝑘)
− 3𝜅

∑︁
𝑗

g(𝑖)P𝑖𝑗g
(𝑖) + P𝑖𝑗

(︀
g(𝑖)
)︀2

(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)
.

Тогда получим

∇3
𝑖 = ~3𝜕3𝑥𝑖

+ 3~2𝜅
∑︁
𝑗

P𝑖𝑗

(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)2
𝜕𝑥𝑖

+ 2𝜅3
∑︁
𝑗,𝑘,𝑙

P𝑖𝑗P𝑖𝑘P𝑖𝑙

(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)(𝑥𝑖 − 𝑥𝑘)(𝑥𝑖 − 𝑥𝑙)

+~𝜅
∑︁
𝑗

g(𝑖)P𝑖𝑗 −P𝑖𝑗g
(𝑖)

(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)2
+ 𝜅2

∑︁
𝑗,𝑘

−g(𝑖)P𝑖𝑗P𝑖𝑘 −P𝑖𝑗g
(𝑖)P𝑖𝑘 + 2P𝑖𝑗P𝑖𝑘g

(𝑖)

(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)(𝑥𝑖 − 𝑥𝑘)

+2𝜅
∑︁
𝑗

(︀
g(𝑖)
)︀2

P𝑖𝑗 + g(𝑖)P𝑖𝑗g
(𝑖) + P𝑖𝑗

(︀
g(𝑖)
)︀2

(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)
− 2~2𝜅

∑︁
𝑗

P𝑖𝑗

(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)3
−
(︀
g(𝑖)
)︀3

−3~𝜅2
∑︁
𝑗,𝑘

P𝑖𝑗P𝑖𝑘

(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)(𝑥𝑖 − 𝑥𝑘)
𝜕𝑥𝑖

.

Две суммы по 𝑗,𝑘 в (1.2.6) должны быть разделены на две части – с 𝑗 = 𝑘 и 𝑗 ̸= 𝑘. Тогда

последняя сумма в (1.2.6) с 𝑗 ̸= 𝑘 должна быть преобразована с помощью ∇𝑖

⃒⃒⃒
Φ
⟩

= 0.

Это дает

∇3
𝑖 = ~3𝜕3𝑥𝑖

− 3~𝜅
∑︁
𝑗

𝜅− ~P𝑖𝑗

(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)2
𝜕𝑥𝑖

+ 2𝜅3
∑︁
𝑗,𝑘,𝑙

P𝑖𝑗P𝑖𝑘P𝑖𝑙

(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)(𝑥𝑖 − 𝑥𝑘)(𝑥𝑖 − 𝑥𝑙)

+~𝜅
∑︁
𝑗

g(𝑖)P𝑖𝑗 −P𝑖𝑗g
(𝑖)

(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)2
− 𝜅2

∑︁
𝑗 ̸=𝑘

g(𝑖)P𝑖𝑗P𝑖𝑘 + P𝑖𝑗g
(𝑖)P𝑖𝑘 + P𝑖𝑗P𝑖𝑘g

(𝑖)

(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)(𝑥𝑖 − 𝑥𝑘)

+2𝜅
∑︁
𝑗

(︀
g(𝑖)
)︀2

P𝑖𝑗 + g(𝑖)P𝑖𝑗g
(𝑖) + P𝑖𝑗

(︀
g(𝑖)
)︀2

(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)
− 2~2𝜅

∑︁
𝑗

P𝑖𝑗

(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)3
−
(︀
g(𝑖)
)︀3

+𝜅2
∑︁
𝑗

g(𝑖) − g(𝑗)

(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)2
− 3𝜅3

∑︁
𝑗 ̸=𝑘,𝑙

P𝑖𝑗P𝑖𝑘P𝑖𝑙

(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)(𝑥𝑖 − 𝑥𝑘)(𝑥𝑖 − 𝑥𝑙)
.
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Наконец заметим, что в двух суммах по трем индексам 𝑗,𝑘,𝑙 члены, соответствующие

совпадающим индексам, сокращаются. Окончательно имеем

∇3
𝑖 = ~3𝜕3𝑥𝑖

− 3~𝜅
∑︁
𝑗

𝜅− ~P𝑖𝑗

(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)2
𝜕𝑥𝑖

− 𝜅3
∑︁
𝑗,𝑘,𝑙

′ P𝑖𝑗P𝑖𝑘P𝑖𝑙

(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)(𝑥𝑖 − 𝑥𝑘)(𝑥𝑖 − 𝑥𝑙)

−𝜅
∑︁
𝑗

(𝜅− ~P𝑖𝑗)(g
(𝑗) − g(𝑖))

(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)2
− 𝜅2

∑︁
𝑗 ̸=𝑘

P𝑖𝑗P𝑖𝑘

[︀
g(𝑖) + g(𝑗) + g(𝑘)

]︀
(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)(𝑥𝑖 − 𝑥𝑘)

+2𝜅
∑︁
𝑗

P𝑖𝑗

[︁(︀
g(𝑖)
)︀2

+ g(𝑖)g(𝑗) +
(︀
g(𝑗)
)︀2]︁

(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)
− 2~2𝜅

∑︁
𝑗

P𝑖𝑗

(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)3
−
(︀
g(𝑖)
)︀3
,

где
∑︁
𝑗,𝑘,𝑙

′
означает суммирование по всем различным индексам. Теперь мы можем напи

сать ∑︁
𝑖

⟨
Ω
⃒⃒⃒
∇3

𝑖

⃒⃒⃒
Φ
⟩

= 0 =

=
∑︁
𝑖

~3𝜕3𝑥𝑖
Ψ − 3~𝜅(𝜅− ~)

∑︁
𝑖 ̸=𝑗

1

(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)2
𝜕𝑥𝑖

Ψ −
∑︁
𝑖

⟨
Ω
⃒⃒⃒ (︀
g(𝑖)
)︀3 ⃒⃒⃒

Φ
⟩

или

ℋ̂3Ψ = 𝐸Ψ , ℋ̂3 =
∑︁
𝑖

~3𝜕3𝑥𝑖
− 3~𝜅(𝜅− ~)

∑︁
𝑖 ̸=𝑗

1

(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)2
𝜕𝑥𝑖

где

𝐸 =
𝑁∑︁
𝑎=1

𝑀𝑎𝑔
3
𝑎 .

При переходе от (1.2.6) к (1.2.6) мы использовали
⟨

Ω
⃒⃒⃒
P𝑖𝑗 =

⟨
Ω
⃒⃒⃒
и тожлества

∑︁
𝑖,𝑗,𝑘

′ g(𝑖) + g(𝑗) + g(𝑘)

(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)(𝑥𝑖 − 𝑥𝑘)
= 0 ,

∑︁
𝑖,𝑗,𝑘,𝑙

′ 1

(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)(𝑥𝑖 − 𝑥𝑘)(𝑥𝑖 − 𝑥𝑙)
= 0 .

Все остальные члены сокращаются в силу антисимметрии по 𝑖,𝑗.

1.3 Представление изомонодромных тау-функций через Некрасовские статсум

мы и детерминанты Фредгольма

Теория изомонодромных деформаций играет важную роль во многих областях

современной нелинейной математической физики. Классические работы [73, 62, 71] уста
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навливают связь между, например, разными корреляционными функциями и функ

циями распределения статистической механики и теории случайных матриц и специ

альными решениями уравнений Пенлеве. Соответствующие функции Пенлеве обычно

записываются в терминах Фредгольмовых или Теплицевых операторов. Дальнейшее

изучение этих соответствий привело к созданию Трейси и Видомом [72] алгоритмиче

ской процедуры получения систем дифференциальных уравнений в частных производ

ных, которым удовлетворяют детерминанты Фредгольма с интегральными ядрами [59]

ограниченными на объединение интервалов; изомонодромное происхождение уравнений

Трейси-Видома было выяснено в [68] и далее изучено в [57]. Таким образом возникает

вопрос:

?○ Может ли общее решение изомонодромных уравнений быть выражено как де

терминант Фредгольма?

Одной из основных целей наших исследований является получение конструк

тивного ответа на этот вопрос в Фуксовом случае. Рассмотрим Фуксову систему с 𝑛

регулярными особыми точками 𝑎 := {𝑎0, . . . ,𝑎𝑛−2,𝑎𝑛−1 ≡ ∞} на P1 ≡ P1 (C):

𝜕𝑧Φ = Φ𝐴 (𝑧) , 𝐴 (𝑧) =
𝑛−2∑︁
𝑘=0

𝐴𝑘

𝑧 − 𝑎𝑘
,

где 𝐴0, . . . , 𝐴𝑛−2 это 𝑁 ×𝑁 матрицы, независимые от 𝑧, а Φ (𝑧) это матрица фундамен

тального решения, многозначная на P1∖𝑎. Монодромия Φ (𝑧) реализует представление

фундаментальной группы 𝜋1 (P1∖𝑎) в GL (𝑁,C). Где матрицы вычетов 𝐴0, . . . , 𝐴𝑛−2 и

𝐴𝑛−1 := −
∑︀𝑛−2

𝑘=0 𝐴𝑘 не являются резонансными. Изомонодромные уравнения даются

системой Шлезингера, ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝜕𝑎𝑖𝐴𝑘 =

[𝐴𝑖,𝐴𝑘]

𝑎𝑘 − 𝑎𝑖
, 𝑖 ̸= 𝑘,

𝜕𝑎𝑖𝐴𝑖 =
∑︁
𝑘 ̸=𝑖

[𝐴𝑖,𝐴𝑘]

𝑎𝑖 − 𝑎𝑘
.

Интегрируя потоки, связанные с аффинными преобразованиями, мы можем без потери

общности положить 𝑎0 = 0 и 𝑎𝑛−2 = 1, так что остается 𝑛 − 3 нетривиальных времен

𝑎1, . . . ,𝑎𝑛−3. В случае 𝑁 = 2 уравнения Шлезингера сводятся к систем Гарнье 𝒢𝑛−3, см,

например, [61, Chapter 3] для дальнейших деталей. Полагая дальше 𝑛 = 4, мы остаем

ся только с одним временем 𝑡 ≡ 𝑎1, а система Шлезингера становится эквивалентной

нелинейному обыкновенному дифференциальному уравнению второго порядка — урав

нению Пенлеве VI.
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Главный объект нашего интереса это изомонодромная тау-функция Джимбо

Мивы-Уено [63]. Она определяется как экспоненциированная первообразная от 1-формы

𝑑𝑎 ln 𝜏JMU :=
1

2

𝑛−2∑︁
𝑘=0

res𝑧=𝑎𝑘 Tr𝐴2 (𝑧) 𝑑𝑎𝑘.

Определение самосогласованно, так как 1-форма справа замкнута на решениях урав

нений деформации (1.3). Она задает гамильтонианы системы Шлезингера. Работая с

системой Гарнье, мы подразумеваем стандартную калибровку, в которой Tr𝐴 (𝑧) = 0

и обозначаем собственные значения матриц 𝐴𝑘 с помощью ±𝜃𝑘 с 𝑘 = 0, . . . ,𝑛 − 1.

В случае Пенлеве VI удобно модифицировать это обозначение следующим образом:

(𝜃0,𝜃1,𝜃2,𝜃3) ↦→ (𝜃0,𝜃𝑡,𝜃1,𝜃∞). Логарифмическая производная 𝜁 (𝑡) := 𝑡 (𝑡− 1) 𝑑
𝑑𝑡

ln 𝜏VI (𝑡) в

этом случае удовлетворяет 𝜎-форму уравнения Пенлеве VI,

(︁
𝑡(𝑡− 1)𝜁 ′′

)︁2
= −2 det

⎛⎜⎜⎝
2𝜃20 𝑡𝜁 ′ − 𝜁 𝜁 ′ + 𝜃20 + 𝜃2𝑡 + 𝜃21 − 𝜃2∞

𝑡𝜁 ′ − 𝜁 2𝜃2𝑡 (𝑡− 1)𝜁 ′ − 𝜁

𝜁 ′ + 𝜃20 + 𝜃2𝑡 + 𝜃21 − 𝜃2∞ (𝑡− 1)𝜁 ′ − 𝜁 2𝜃21

⎞⎟⎟⎠ .

Монодромия ассоциированных линейных систем дает полный набор сохраняющихся ве

личин для уравнения Пенлеве VI, системы Гарнье и уравнений Шлезингера. Общим

решением уравнений деформации мы называем решение, соответствующее общим дан

ным монодромии.

В статье [67] Пальмер (развивая более ранние результаты Мальгранжа [64])

интерпретировал тау-функцию Джимбо-Мивы-Уено (1.3) как детерминант сингуляр

ного оператора Коши-Римана, действующего на функциях с заданной монодромией.

Главная идея статьи [67] состоит в том, чтобы изолировать особые точки 𝑎0, . . . ,𝑎𝑛−1

внутри окружности 𝒞 ⊂ P1 и представить Фуксову систему (1.3) с помощью гранично

го пространства функций на 𝒞 которые могут быть аналитически продолжены внутрь

с определенным ветвлением. Тау-функция получается путем сравнения двух сечений

ассоциированного детерминантного расслоения.

Конструкция, предложенная нами, это непосредственное усовершенствование

подхода Пальмера, переведенное в подход Римана-Гильберта. Единственная окруж

ность 𝒞 заменяется границами 𝑛 − 3 колец, разрезающих сферу с 𝑛 проколами P1∖𝑎
на пары штанов. С каждой парой штанов мы ассоциируем Фуксову систему с 3 регу

лярными особыми точками, монодромия которой определяется монодромией начальной

системы. Мы показываем, что изомонодромная тау-функция пропорциональна детерми

нанту Фредгольма:

𝜏JMU (𝑎) = Υ (𝑎) · det (1 −𝐾) ,
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где префактор Υ (𝑎) это известная элементарная функция. Интегральный оператор 𝐾

действует на голоморфных векторных функциях на объединении колец и содержит

проекции на некоторые граничные пространства.

Компенсацией за более сложную модель с грассманианом является то, что яд

ро 𝐾 может быть явно написано в терминах 3-точечных решений1. В частности, для

𝑁 = 2 (т.е., для системы Гарнье) они имеют представление через гипергеометрические

функции. Специализацию нашего результата на 𝑛 = 4 дает следующая

Теорема 1.3.1. Пускай независимая переменная 𝑡 в уравнении Пенлеве VI изменяется

в действительном интервале ]0,1[ и пускай 𝒞 = {𝑧 ∈ C : |𝑧| = 𝑅,𝑡 < 𝑅 < 1} это окруж

ность, ориентированная против часовой стрелки. Пускай 𝜎, 𝜂 будут парами комплекс

ных чисел, удавлетворяющих условиям

|ℜ𝜎| ≤ 1

2
, 𝜎 ̸= 0,± 1

2
,

𝜃0 ± 𝜃𝑡 + 𝜎 /∈ Z, 𝜃0 ± 𝜃𝑡 − 𝜎 /∈ Z, 𝜃1 ± 𝜃∞ + 𝜎 /∈ Z, 𝜃1 ± 𝜃∞ − 𝜎 /∈ Z.

Общее решение уравнения Пенлеве VI (1.3) имеет следующее представление в виде

детерминанта Фредгольма:

𝜏VI (𝑡) = const · 𝑡𝜎2−𝜃20−𝜃2𝑡 (1 − 𝑡)−2𝜃𝑡𝜃1 det (1 − 𝑈) , 𝑈 =

(︃
0 a

d 0

)︃
,

где операторы a,d ∈ End (C2 ⊗ 𝐿2 (𝒞)) действуют на 𝑔 =

(︃
𝑔+

𝑔−

)︃
с 𝑔± ∈ 𝐿2 (𝒞) как

(a𝑔) (𝑧) =
1

2𝜋𝑖

∮︁
𝒞
a (𝑧,𝑧′) 𝑔 (𝑧′) 𝑑𝑧′ , (d𝑔) (𝑧) =

1

2𝜋𝑖

∮︁
𝒞
d (𝑧,𝑧′) 𝑔 (𝑧′) 𝑑𝑧′,

1 Мы хотели бы отметить, что в некотором смысле похожая улучшенная конструкция возникала

при анализе массивного уравнения Дирака с 𝑈 (1) ветвлением на Евклидовой плоскости [69]. Каждая

точка ветвления там была изолированна отдельной полоской, что в конечном итоге позволяло получать

явное представление в виде детерминанта Фредгольма для тау-функции соответствующего оператора

Дирака [70]. В физических терминах, детерминант соответствует пересуммированному форм-фактор

ному разложению корреляционной функции 𝑈(1) твист-полей в массивной теории Дирака. Статья [69]

была важным источником вдохновения настоящей работы, хотя потребовалось 10 лет для того, чтобы

осознать, что в киральной задаче полоски должны быть заменены парами штанов.
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и их ядра даются явно формулами

a (𝑧,𝑧′) =

(1 − 𝑧′)2𝜃1

(︃
𝐾++ (𝑧) 𝐾+− (𝑧)

𝐾−+ (𝑧) 𝐾−− (𝑧)

)︃(︃
𝐾−− (𝑧′) −𝐾+− (𝑧′)

−𝐾−+ (𝑧′) 𝐾++ (𝑧′)

)︃
− 1

𝑧 − 𝑧′
,

d (𝑧,𝑧′) =

1 −
(︀
1 − 𝑡

𝑧′

)︀2𝜃𝑡 (︃ �̄�++ (𝑧) �̄�+− (𝑧)

�̄�−+ (𝑧) �̄�−− (𝑧)

)︃(︃
�̄�−− (𝑧′) −�̄�+− (𝑧′)

−�̄�−+ (𝑧′) �̄�++ (𝑧′)

)︃
𝑧 − 𝑧′

,

где

𝐾±± (𝑧) = 2𝐹1

[︂
𝜃1 + 𝜃∞ ± 𝜎, 𝜃1 − 𝜃∞ ± 𝜎

±2𝜎
; 𝑧

]︂
,

𝐾±∓ (𝑧) = ± 𝜃2∞ − (𝜃1 ± 𝜎)2

2𝜎 (1 ± 2𝜎)
𝑧 2𝐹1

[︂
1 + 𝜃1 + 𝜃∞ ± 𝜎, 1 + 𝜃1 − 𝜃∞ ± 𝜎

2 ± 2𝜎
; 𝑧

]︂
,

�̄�±± (𝑧) = 2𝐹1

[︂
𝜃𝑡 + 𝜃0 ∓ 𝜎, 𝜃𝑡 − 𝜃0 ∓ 𝜎

∓2𝜎
;
𝑡

𝑧

]︂
,

�̄�±∓ (𝑧) = ∓ 𝑡∓2𝜎𝑒∓𝑖𝜂
𝜃20 − (𝜃𝑡 ∓ 𝜎)2

2𝜎 (1 ∓ 2𝜎)

𝑡

𝑧
2𝐹1

[︂
1 + 𝜃𝑡 + 𝜃0 ∓ 𝜎, 1 + 𝜃𝑡 − 𝜃0 ∓ 𝜎

2 ∓ 2𝜎
;
𝑡

𝑧

]︂
.

Более того, мы показываем, что для специального выбора монодромии в случае

Пенлеве VI, 𝑈 становится эквивалентна гипергеометрическому ядру из статьи [50] и вос

производит, таким образом, известное ранее семейство решений, даваемых детерминан

тами Фредгольма [51]. Известно, что гипергеометрическое ядро в разных вырожденных

пределах воспроизводит другие ядра из теории случайных матриц.

Другая часть нашей мотивации приходит из соответствия между изомонодром

ными деформациями и конформной теорией поля. В статье [55] была сформулирована

гипотеза о том, что тау-функция, ассоциированная с общим решением уравнения Пенле

ве VI совпадает с преобразованием Фурье по промежуточному импульсу от 4-точечных

𝑐 = 1 конформных блоков алгебры Вирасоро. Два независимых доказательства этой

гипотезы были предложены в статьях [58] и [49]. Первый подход из [58] также расши

ряет изначальное утверждение на систему Гарнье. Главная идея этой статьи состоит

в том, чтобы рассматривать монодромию со значениями в операторах для конформ

ных блоков с дополнительными вставками полей, вырожденных на втором уровне. Для

𝑐 = 1 преобразование Фурье таких конформных блоков сводит их “квантовую” моно

дромию к обычным 2 × 2 матрицам. Это может быть использовано для того, чтобы

построить матрицу фундаментального решения Фуксовой системы с заданной SL (2,C)
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монодромией. Второй подход [49] использует вложение двух копий алгебры Вирасоро в

алгебру супер-Вирасоро, расширенную майорановскими фермионами, для того, что

бы доказать некоторые билинейные дифференциально-разностные соотношения для

4-точечных конформных блоков, эквивалентные уравнению Пенлеве VI. Интересной

особенностью этого метода является то, что билинейные соотношения оттуда допуска

ют деформацию к общим значениям центрального заряда алгебры Вирасоро.

Среди других достижений стоит отметить статьи [56, 60, 65] в которых асимпто

тические разложения тау-функций уравнений Пенлеве V, IV и III идентифицированы

с преобразованиями Фурье от иррегулярных конформных блоков разных видов. Изуче

ния соотношений между изомонодромными задачами в высшем ранге и конформными

блоками 𝑊𝑁 алгебр было инициировано в статьях [52, 53, 54].

АГТ соответствие [1] (доказанное в [47]) отождествляет конформные блоки ал

гебры Вирасоро со статсуммами 𝒩 = 2 четырехмерных калибровочных теорий. У по

следних существует комбинаторное описание [66], выражающее их в виде сумм по на

борам диаграмм Юнга. Этот факт очень важен для изомонодомной теории, поскольку

он дает (в противоречии с укоренившимся фольклором) явное выражение в виде ряда

для тау-функций Пенлеве VI и Гарнье. Начиная с самой первой статьи по теме [55]

существовала загадка о том, как понять комбинаторное выражение для тау-функции

непосредставнно в рамках изомнодромной задачи. Были также попытки отсуммировать

этот ряд в детерминантное представление; например, в статье [48] было показано, что

обрезанный ряд из 𝑐 = 1 конформных блоков совпадает со статсуммой некоторыми

статсуммами дискретных матричных моделей.

Мы показываем, что комбинаторный ряд соответствует разложению детерми

нанта Фредгольма по главным минорам (1.3), записанному в базисе Фурье в простран

стве функций на кольцах, содержащихся в разложении на штаны. Фурье-моды, кото

рые нумеруют выбор строк главных миноров, связаны с координатами Фробениуса диа

грамм Юнга. Нужно отметить, что эта комбинаторная структура имеет место также

для 𝑁 > 2, где объекты из конформной/калибровочной теорий, соответствующие тау

функциям, все еще должны быть определены и поняты.

В частности, мы доказываем следующий результат, изначально угаданный в

[55]:

Теорема 1.3.2. Общее решение уравнения Пенлеве VI (1.3) может быть записано как

𝜏VI(𝑡) = const ·
∑︁
𝑛∈Z

𝑒𝑖𝑛𝜂
′ℬ
(︁
𝜃;𝜎 + 𝑛; 𝑡

)︁
,
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где ℬ(𝜃,𝜎; 𝑡) это двойная сумма по диаграммам Юнга,

ℬ
(︁
𝜃,𝜎; 𝑡

)︁
= 𝒩 𝜃1

𝜃∞,𝜎𝒩
𝜃𝑡
𝜎,𝜃0

𝑡𝜎
2−𝜃20−𝜃2𝑡 (1 − 𝑡)2𝜃𝑡𝜃1

∑︁
𝜆,𝜇∈Y

ℬ𝜆,𝜇

(︁
𝜃,𝜎
)︁
𝑡|𝜆|+|𝜇|,

ℬ𝜆,𝜇

(︁
𝜃,𝜎
)︁

=
∏︁

(𝑖,𝑗)∈𝜆

(︀
(𝜃𝑡 + 𝜎 + 𝑖− 𝑗)2 − 𝜃20

)︀ (︀
(𝜃1 + 𝜎 + 𝑖− 𝑗)2 − 𝜃2∞

)︀
ℎ2𝜆(𝑖,𝑗)

(︀
𝜆′𝑗 − 𝑖+ 𝜇𝑖 − 𝑗 + 1 + 2𝜎

)︀2 ×

×
∏︁

(𝑖,𝑗)∈𝜇

(︀
(𝜃𝑡 − 𝜎 + 𝑖− 𝑗)2 − 𝜃20

)︀ (︀
(𝜃1 − 𝜎 + 𝑖− 𝑗)2 − 𝜃2∞

)︀
ℎ2𝜇(𝑖,𝑗)

(︀
𝜇′𝑗 − 𝑖+ 𝜆𝑖 − 𝑗 + 1 − 2𝜎

)︀2 ,

𝒩 𝜃2
𝜃3,𝜃1

=

∏︀
𝜖=±𝐺 (1 + 𝜃3 + 𝜖(𝜃1 + 𝜃2))𝐺 (1 − 𝜃3 + 𝜖(𝜃1 − 𝜃2))

𝐺(1 − 2𝜃1)𝐺(1 − 2𝜃2)𝐺(1 + 2𝜃3)
.

Здесь 𝜎 /∈ Z/2, 𝜂′ это два произвольных комплексных параметра, а 𝐺 (𝑧) обозначают

𝐺-функции Барнса.

Параметры 𝜎 играют одну и ту же роль в детерминанте Фредгольма (1.3.1) и

в представлении в виде ряда (1.3.2), в то время как 𝜂 и 𝜂′ связаны простым преобразо

ванием. Очевидная квазипериодичность второго представления по отношению к целым

сдвигам 𝜎 становится совершенно неочевидной в детерминанте Фредгольма.

1.4 Числа Гурвица: произведения случайных матриц, числа Гурвица-Севери,

геометрия пространств Гурвица

1.4.1 Произведения случайных матриц

Мы будем рассматривать многоматричные модели, в которых вершины взаимо

действия задаются собственными значениями произведения нескольких матриц. Стати

стическая сумма такой модели есть интеграл от произведения некоторого количества

тау-функций. Интеграл берется по матричным элементам каждой входящей матрицы.

При этом тау-функции могут зависеть от произведения нескольких матриц. Это зависи

мость выбирается следующим образом: тау-функция иерархии интегрируемых уравне

ний, как известно, является функцией от высших времен иерархии. Если высшие време

на выражаются через матричные элементы с помощью формулы 𝑝𝑚 = tr𝑍𝑚,𝑚 ≥ 1, где

𝑍 обозначает произведение 𝑛 матриц, то такая тау-функция зависит только от собствен

ных значений матрицы 𝑍. Такие тау-функции, которые указанным образом зависят от

собственных значений некоторой матрицы, мы называем тау-функциями матричного

аргумента. Мы изучаем многоматричные модели, которые являются интегралами от
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произведений тау-функций матричных аргументов. Ситуация хорошо известна для слу

чая 𝑛 = 1,2. В качестве матриц можно брать унитарные, комплексные, нормальные и

эрмитовы матрицы.

Нам понадобится разложение статсумм матричных моделей по характерам пред

ставлений линейной группы – по функциям Шура. Заметим, что в тех случаях, когда

матричный интеграл оказывался тау-функцией, то эта была либо тау-функция реляти

вистской тодовской цепочки (в дальнейшем соответствии с общепринятыми обозначе

ниями, в будем писать “тау-функция TL”), либо тау-функция иерархии BKP, введенная

в работе Каца и ван де Лера. При этом ряд теории возмущений по константам свя

зи оказывается так называемой тау-функцией гипергеометрического типа. Напомним,

что иерархия TL возникает в одно- и двуматричной моделях с эрмитовыми и унитар

ными матрицами, а также в некоторых других, а иерархия BKP возникает в описа

нии ортогонального и симплектического ансамблей, 𝛽 = 1,4 циркулярных ансамблей

и 𝛽 = 1,4 ансамблей Жинибра, в описании ансамблей Пандэ-Меты, интерполирующих

между унитарным и ортогональным или между унитарным и симплектическим ансам

блями, а также в описании двуматричных моделей с одной эрмитовой, одной симметри

ческой (или анти-симметрической) или с одной эрмитовой, второй самодуальной (или

анти-самодуальной) матрицами.

Связи между матричными интегралами и некоторыми типами чисел Гурвица

были предъявлены во многих работах. Напомним, что числа Гурвица 𝐻e,f(𝑑; ∆1, . . . ,∆f)

пересчитывают неэквивалентные разветвленные 𝑑-листные накрытия базовой римано

вой или клейновой поверхности эйлеровой характеристики e другой римановой или

клейновой поверхностью, с заданными f профилями ветвления ∆1, . . . ,∆f. Изучались

два случая:

(1) накрытия римановой сферы (e = 2), такие, что два профиля, ∆1,∆2, про

извольны, а длины всех остальных профилей фиксированы. Этот случай относится к

иерархии двумеризованной тодовской цепочки (или, эквивалентно, иерархии двухком

понентного КП)

(2) накрытия вещественной проективной плоскости (e = 1) с одним произволь

ным профилем ∆1 и с фиксированными длинами профилей во всех остальных точках.

Этот случай относится к иерархии BKP Каца-ван де Лера.

Нашей целью является предъявление интегралов от тау-функций и/или про

изведений тау-функций, которые являются производящими функциями чисел Гурвица

𝐻e,f с произольно выбранной эйлеровой характеристикой накрываемой поверхности e и

произвольным числом точек ветвления f. Мы стартуем с матричных интегралов, кото
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рый сами являются тау-функциями. Такие интегралы-тау-функции всегда генерируют

числа Гурвица либо для римановой сферы (e = 2), либо для вещественной проективной

плоскости (e = 1). Сразу скажем, что такие интегралы можно связать с популярной за

дачей квантового хаоса о нахождении спектра произведений случайных матриц. Далее

мы показываем, что при изменение порядка сомножителей в произведении матриц мы

получаем другую произодящую функцию чисел Гурвица, но с эйлеровой характеристи

ки e уменьшенной на четное число. В этом случае интеграл не является тау-функци

ей. (Тем не менее, такие интегралы наследуют некоторые свойства тау-функций.) Кро

ме тау-функций тодовской решетки под интегралом мы также допускаем тау-функции

BKP (последние дают нечетные эйлеровы характеристики, что соответствует неориен

тируемым поверхностям).

Рассмотрим набор из 𝑁 ×𝑁 комплексных матриц 𝑍𝛼, 𝐶𝛼, 𝛼 = 1, . . . ,𝑛. Здесь и

ниже звездочка не означает комплексного сопряжения. Определим произведения

Z := (𝑍1𝐶1) · · · (𝑍𝑛𝐶𝑛), (1.4.1)

Z* := 𝑍†𝑛 · · ·𝑍
†
1, (1.4.2)

Z(𝑡) := 𝑍†𝑛𝑍
†
𝑛−1 · · ·𝑍

†
𝑡+1𝑍

†
1𝑍
†
2 · · ·𝑍

†
𝑡 , 𝑡 ≤ 𝑛 (1.4.3)

где 𝑍†𝛼 - матрица, эрмитова сопряженная к 𝑍𝛼. (Матрица Z(𝑡) получается действием [ 𝑡
2
]

транспозиций на Z*). В формуле (1.4.3) в случае 𝑡 = 𝑛 мы полагаем Z(𝑛) = 𝑍†1𝑍
†
2 · · ·𝑍†𝑛.

Имеем Z(0) = Z*.

Также введем обозначения

𝜏TL
1 (𝑋,p) =

∑︁
𝜆

𝑠𝜆(𝑋)𝑠𝜆(p) = 𝑒tr𝑉 (𝑋,p) =
𝑁∏︁
𝑖=1

𝑒
∑︀∞

𝑚=1
1
𝑚
𝑥𝑚
𝑖 𝑝𝑚 ,

где 𝑥𝑖 – собственные значения 𝑋, и где p = (𝑝1,𝑝2, . . . ) обозначает полубесконечный

набор параметров и где

𝜏BKP
1 (𝑋) =

∑︁
𝜆

𝑠𝜆(𝑋) =
𝑁∏︁
𝑖=1

(1 − 𝑥𝑖)
−1
∏︁
𝑖<𝑗

(1 − 𝑥𝑖𝑥𝑗)
−1.

Здесь 𝑠𝜆 обозначает функцию Шура. Напомним нужный факт: если 𝑋 является мат

рицей размера 𝑁 ×𝑁 , то

𝑠𝜆(𝑋) = 0, ℓ(𝜆) > 𝑁,

где ℓ(𝜆) – длина разбиения 𝜆 = (𝜆1, . . . ,𝜆ℓ), 𝜆ℓ > 0.
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Мы будем изучать интегралы от комплексных матриц, с мерой интегрирования

𝑑𝜇(𝑍𝛼) = 𝑐
𝑁∏︁

𝑖,𝑗=1

𝑑Re(𝑍𝛼)𝑖𝑗𝑑Im(𝑍𝛼)𝑖𝑗𝑒
−|(𝑍𝛼)𝑖𝑗 |2

и областью интегрирования C𝑁2
, где 𝑐 – нормировочная константа, которая определя

ется из условия
∫︀
𝑑𝜇(𝑍𝛼) = 1. Также мы рассмотрим интегралы по унитарной группе

U(𝑁), соответствующую меру Хаара мы обозначим 𝑑*𝑈 ,
∫︀
U(𝑁)

𝑑*𝑈 = 1.

Пусть 𝐴 и 𝐵 – нормальные матрицы (то есть матрицы, которые могут быть

приведены к диагональному виду с помощью унитарного преобразования). Тогда∫︁
U(𝑁)

𝑠𝜆(𝐴𝑈𝐵𝑈−1)𝑑*𝑈 =
𝑠𝜆(𝐴)𝑠𝜆(𝐵)

𝑠𝜆(I𝑁)
,

Если 𝐴,𝐵 ∈ 𝐺𝐿(𝑁), имеем∫︁
U(𝑛)

𝑠𝜇(𝐴𝑈)𝑠𝜆(𝑈−1𝐵)𝑑*𝑈 =
𝑠𝜆(𝐴𝐵)

𝑠𝜆(I𝑁)
𝛿𝜇,𝜆 .

Ниже 𝑝∞ = (1,0,0, . . . ).∫︁
C𝑛2

𝑠𝜆(𝐴𝑍𝐵𝑍+)𝑒−Tr𝑍𝑍+
𝑛∏︁

𝑖,𝑗=1

𝑑2𝑍 =
𝑠𝜆(𝐴)𝑠𝜆(𝐵)

𝑠𝜆(𝑝∞)

и ∫︁
C𝑛2

𝑠𝜇(𝐴𝑍)𝑠𝜆(𝑍+𝐵)𝑒−Tr𝑍𝑍+
𝑛∏︁

𝑖,𝑗=1

𝑑2𝑍 =
𝑠𝜆(𝐴𝐵)

𝑠𝜆(𝑝∞)
𝛿𝜇,𝜆.

Это будет являться нашим инструментом при изучении интегралов от тау-функций:

как простейших 𝜏TL
1 , 𝜏BKP

1 , так и более общих тау-функций. Заметим, что, если мы

припишем степень 1 каждой функции Шура: Deg 𝑠𝜆 = 1, тогда соотношения (1.4.1) и

(1.4.1) сохраняют степень, а в обоих соотношениях (1.4.1) и (1.4.1) степень правой части

меньше степени левой части на двойку.

Давайте запишем функцию Шура как квазиоднородный полином в терминах

так называемых степенных сумм p = (𝑝1,𝑝2, . . . ):

𝑠𝜆(p) =
dim𝜆

𝑑!

⎛⎜⎝𝑝𝑑1 +
∑︁
Δ

|Δ|=𝑑

𝜙𝜆(∆)pΔ

⎞⎟⎠ ,

где pΔ = 𝑝Δ1 · · · 𝑝Δℓ
, и где ∆ = (∆1, . . . ,∆ℓ) – разбиения, вес которых совпадает с весом

разбиения 𝜆: |𝜆| = |∆|. Здесь

dim𝜆 = 𝑑!𝑠𝜆(p∞), p∞ = (1,0,0, . . . )
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обозначает размерность неприводимого представления симметрической группы 𝑆𝑑. Мы

предполагаем, что 𝜙𝜆(∆) = 0, если |∆| ≠ |𝜆|.

Соотношение (1.4.1) известно как характеристическое отображение, оно свя

зывает функции Шура (неприводимые характеры линейной группы, помеченные 𝜆) и

неприводимые характеры 𝜒𝜆 симметрической группы 𝑆𝑑.

Для заданной матрицы 𝐴, мы будем использовать обозначение 𝑠𝜆(𝐴) := 𝑠𝜆(𝐴),

где p(𝐴) = (𝑝1(𝐴),𝑝2(𝐴), . . . ) и 𝑝𝑘(𝐴) = tr𝐴𝑘. Скажем, если I𝑁 – единичная 𝑁 × 𝑁

матрица, то при любых 𝑘 имеем 𝑝𝑘(I𝑁) = 𝑁 .

Мы используем следующие специализации функций Шура. Обозначим

p∞ = (1,0,0, . . . ),

p(𝑎) = (𝑎,𝑎,𝑎, . . . ) ,

p(q,t) = (𝑝1(q,t),𝑝2(q,t), . . . ) , 𝑝𝑚(q,t) =
1 − q𝑚

1 − t𝑚
.

Тогда
𝑠𝜆(p(𝑎))

𝑠𝜆(p∞)
= (𝑎)𝜆 , p(𝑎) = (𝑎,𝑎,𝑎, . . . ),

где (𝑎)𝜆 := (𝑎)𝜆1(𝑎−1)𝜆2 · · · (𝑎−ℓ+1)𝜆ℓ
, (𝑎)𝑛 := 𝑎(𝑎+1) · · · (𝑎+𝑛−1), и где 𝜆 = (𝜆1, . . . ,𝜆ℓ)

– разбиение. Более общий случай:

𝑠𝜆(p(q,t))
𝑠𝜆(p(0,t))

= (q; t)𝜆 ,

где (q; t)𝜆 = (q; t)𝜆1(q t
−1; t)𝜆2 · · · (q t1−ℓ; t)𝜆ℓ

, здесь (q; t)𝑘 = (1−q)(1−q t) · · · (1−q t𝑛−1)

есть t – деформированный символ Похгаммера. Предполагается, что (q; t)0 = 1. Это

может быть легко выведено из известных соотношений.

Так как символы Похгаммера (1.4.1) и (1.4.1) равны отношению функцийШура,

мы приписываем Deg (𝑎)𝜆 = 0 и Deg (q; t)𝜆 = 0. Отметим, что в используемых нами

обозначениях имеет место равенство

𝑠𝜆(I𝑁) = 𝑠𝜆(p(𝑁)).

Давайте рассмотрим суммы значений нормированных характеров 𝜙𝜆 на всех

разбиениях ∆ с заданным весом 𝑑, 𝑑 = |𝜆| = |∆| и с заданной длиной ℓ(∆) = 𝑑− 𝑘:

𝜑𝑘(𝜆) :=
∑︁
Δ

ℓ(Δ)=𝑑−𝑘

𝜙𝜆(∆), 𝑘 = 0, . . . ,𝑑− 1.
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Заметим, что 𝜑0(𝜆) = 1. Есть два других случая, когда сумма значений нормированных

характеров (1.4.1) содержит лишь один член:

(а) 𝜑1(𝜆) = 𝜙𝜆(Γ),Γ = (1𝑑−22) (for 𝑑 > 1). Заметим, что 𝜑1(𝜆) = 𝜙𝜆(Γ), это

соответствует минимально разветвленному профилю: ко-длина этого профиля равна

единице. Это профиль простой точки ветвления, во многих приложениях такие ветвле

ния представляют наибольший интерес.

(б) 𝜑𝑑−1(𝜆) = 𝜙𝜆((𝑑)) – профиль с диаграммойЮнга, состоящей из одной строки

– циклический профиль, описывающий максимально разветвленную точку ветвления

(такой профиль играет специальную роль).

Величину 𝑑− ℓ(𝜆), которая была использованна в определении (1.4.1), мы назы

ваем кодлиной разбиения 𝜆 и обозначаем ℓ*(𝜆). Эта величина входит в так называемое

соотношение Римана-Гурвица, которое соотносит эйлерову характеристику базовой по

верхности e и эйлерову характеристику ее 𝑑-листного накрытия e′ следующим образом:

e′ − 𝑑e +
∑︁
𝑖

ℓ*(∆(𝑖)) = 0,

где сумма берется по всем точкам ветвления 𝑧𝑖 ,𝑖 = 1,2, . . . с профилями ветвления

∆𝑖 ,𝑖 = 1,2, . . . соответственно. Введем

deg 𝜑𝑘(𝜆) = 𝑘.

Эта степень равна кодлине разветвленного профиля в формуле (1.4.1).

Нам нужно соотношение

𝑠𝜆(p(𝑎)) =
dim𝜆

𝑑!
𝑎𝑑

(︃
1 +

∑︁
𝑑>𝑘>0

𝜑𝑘(𝜆)𝑎−𝑘

)︃
, 𝑑 = |𝜆|,

которое есть комбинация соотношений (1.4.1) и (1.4.1), и его следствие

(𝑠𝜆(p(𝑎)))𝑐 =

(︂
dim𝜆

𝑑!

)︂𝑐

𝑎𝑐𝑑

(︃
1 +

∑︁
𝑚>0

(︃ ∑︁
𝑑>𝑘>0

𝜑𝑘(𝜆)𝑎−𝑘

)︃𝑚)︃𝑐

=

=: (𝑠𝜆(p∞))𝑐 𝑎𝑐𝑑

(︃
1 +

∑︁
𝑘>0

𝜑𝑘(𝜆; 𝑐)𝑎−𝑘

)︃
,

в котором все величины 𝜑𝑘 построены из набора {𝜑𝑖 , 𝑖 > 0} следующим образом:

𝜑𝑘(𝜆; 𝑐) =
∑︁
𝑙≥1

𝑐(𝑐− 1) · · · (𝑐− 𝑙 + 1)
∑︁

𝜇
ℓ(𝜇)=𝑙, |𝜇|=𝑘

𝜑𝜇(𝜆)

|Aut𝜇|
, 𝜑𝜇(𝜆) := 𝜑𝜇1(𝜆) · · ·𝜑𝜇𝑙

(𝜆),
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где 𝜇 = (𝜇1, . . . ,𝜇𝑙′) - разбиение, которое также может быть записано в виде 𝜇 =

(1𝑚12𝑚23𝑚3 · · · ), и где 𝑚𝑖 обозначает, сколько раз в разбиении числа |𝜇| = 𝑘 встречается

число 𝑘. Таким образом, набор всех отличных от нуля чисел 𝑚𝑗𝑎 ,𝑎 = 1, . . . 𝑙′, (𝑙′ ≤ 𝑙)

определяет разбиение 𝜇 длинны ℓ(𝜇) =
∑︀𝑙′

𝑎=1𝑚𝑗𝑎 = 𝑙 и веса |𝜇| =
∑︀𝑙′

𝑎=1 𝑗𝑎𝑚𝑗𝑎 = 𝑘. Тогда

порядок группы автоморфизмов разбиения 𝜇 равен

|Aut𝜇| = 𝑚𝑗1 ! · · ·𝑚𝑗𝑙′
!.

Ясно, что 𝜑𝑘(𝜆; 1) = 𝜑𝑘(𝜆). Имеем

deg 𝜑𝑘 = 𝑘.

Введем

𝐻e,𝑘
𝑁 (𝑑; ∆1, . . . ,∆𝑘) =

∑︁
𝜆

|𝜆|=𝑑, ℓ(𝜆)≤𝑁

(︂
dim𝜆

𝑑!

)︂e

𝜙𝜆(∆1) · · ·𝜙𝜆(∆𝑘),

где ∆𝑖 - разбиение, помеченное номером 𝑖 = 1, . . . ,𝑘. Здесь dim𝜆 это размерность непри

водимого представления группы 𝑆𝑑, и

𝜙𝜆(∆(𝑖)) := |𝐶Δ(𝑖) |
𝜒𝜆(∆(𝑖))

dim𝜆
, dim𝜆 := 𝜒𝜆

(︀
(1𝑑)

)︀
,

𝜒𝜆(∆) – характер симметрической группы 𝑆𝑑, вычисленный на элементе циклового типа

∆, и в сумме (1.4.1) 𝜒𝜆 пробегает все комплексные характеры 𝑆𝑑 (они помечены разби

ениями 𝜆 = (𝜆1, . . . ,𝜆ℓ) веса 𝑑 = |𝜆|). Предполагается, что 𝑑 = |𝜆| = |∆1| = · · · = |∆𝑘|.
|𝐶Δ| обозначает мощность циклового класса 𝐶Δ в 𝑆𝑑.

Формула характеров Медныха-Поздняковой-Джонса утверждает, что для 𝑁 >

𝑑 число 𝐻e,𝑘
𝑁 (𝑑; ∆1, . . . ,∆𝑘) является числом Гурвица, которое пересчитывает разветв

ленные 𝑑-листные накрытия накрываемой клейновой поверхности с эйлеровой характе

ристикой e′ = 𝑑e +
∑︀𝑘

𝑖=1(ℓ(∆
𝑖) − 𝑑).

Заметим, что если мы извлечем числа Гурвица из формулы для отношения

функций Шура, как это сделано во многих работах, то, благодаря формуле (1.4.1), мы

видим, что степень Deg дает эйлерову характеристику e накрываемой поверхности.

Введем такие суммы чисел Гурвица:

𝑆e,𝑘+𝑝(𝑁 ; 𝑑; ∆1, . . . ,∆𝑘; 𝑙*1, . . . ,𝑙
*
𝑝) :=

∑︁
𝜆

|𝜆|=𝑑, ℓ(𝜆)6𝑁

(︂
dim𝜆

𝑑!

)︂e 𝑘∏︁
𝑖=1

𝜙𝜆(∆𝑖)

𝑝∏︁
𝑖=1

𝜑𝑙*𝑖
(𝜆)

=
∑︁
Δ𝑘+1

ℓ*(Δ𝑘+1)=𝑙*1

∑︁
Δ𝑘+𝑝

ℓ*(Δ𝑘+𝑝)=𝑙*𝑝

𝐻e,𝑘+𝑝
𝑁

(︀
𝑑; ∆1, . . . ,∆𝑘+𝑝

)︀
,
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где предполагается, что веса всех разбиений, |∆𝑖|, 𝑖 = 1, . . . ,𝑘 + 𝑝, одинаковы и равны

𝑑 = |𝜆|. Последняя формула – это сумма чисел Гурвица для накрываемой поверхности
эйлеровой характеристики e при условии, что эйлерова характеристика разветвленного

𝑑-листного накрытия равна

e′ = e𝑑−
𝑘∑︁

𝑖=1

ℓ*(∆𝑖) −
𝑝∑︁

𝑖=1

𝑙*𝑖 .

Число точек ветвления равно 𝑘 + 𝑝, причем в 𝑘 точках ветвления профили ветвлений

заданы разбиениями ∆𝑖, 𝑖 = 1, . . . ,𝑘, а в остальных 𝑝 точках ветвления задана только

длинна разбиений, соответственно равная 𝑑 − 𝑙*𝑖 , 𝑖 = 1, . . . ,𝑝. В рассматриваемых нами

случаях параметр 𝑁 будет размером матриц, и мы можем устремить этот параметр 𝑁

к бесконечности, так что, если когда это не приведет к путанице, мы будем опускать

пометку 𝑁 у чисел 𝐻e,𝑘
𝑁 .

Гулденом и Джаксоном было показано, что производящая функция

∑︁
Δ

𝑑∑︁
𝑙*1 ,...,𝑙

*
𝑝=1

𝑆2,𝑝+1
(︀
𝑑; ∆; 𝑙*1, . . . ,𝑙

*
𝑝

)︀
pΔ

𝑝∏︁
𝑖=1

𝑎
𝑑−𝑙*𝑖
𝑖

чисел Гурвица, является примером тау-функции КП, более точно – гипергеометриче

ской тау-функции КП:

𝜏TL
𝑟 (𝑛,p,p*) =

∑︁
𝜆

𝑠𝜆(p)𝑠𝜆(p*)𝑟𝜆(𝑛), 𝑟𝜆(𝑛) :=
∏︁

(𝑖,𝑗)∈𝜆

𝑟(𝑛+ 𝑗 − 𝑖)

с отождествлением p* = p∞ и 𝑟(𝑥) =
∏︀𝑝

𝑖=1(𝑥+ 𝑎𝑖), где 𝑎𝑖 – произвольные комплексные

параметры. Произведение в правой части выражения (1.4.1) называется произведением

содержаний.

Отметим далее, что можно ввести проективные аналоги чисел Гурвица Гулдена

Джаксона, 𝑆1,𝑝+1, то есть чисел Гурвица Гулдена-Джаксона в которых накрываемая

поверхность – это вещественная проективная плоскость. Было показано, что проектив

ные числа Гурвица Гулдена-Джаксона генерируются гипергеометрической тау-функци

ей иерархии BKP, именно, тау-функцией

𝜏B𝑟 (𝑁,𝑛,p) =
∑︁

𝜆
ℓ(𝜆)≤𝑁

𝑠𝜆(p)𝑟𝜆(𝑛)

с таким же отождествлением 𝑟, как было указано выше для гипергеометрической тау

функции иерархии КП. В этой формуле 𝑁,𝑛,p - это набор свободных параметров, на

зываемых высшими временами иерархии BKP. Примерами произведений содержаний
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являются символы Похгаммера, прикрепленные к диаграммам Юнга 𝜆, и их t-дефор-

мированные версии:

(𝑎)𝜆 =
∏︁

(𝑖,𝑗)∈𝜆

(𝑎+ 𝑗 − 𝑖) =

ℓ(𝜆)∏︁
𝑖=1

(𝑎− 𝑖+ 1)𝜆𝑖
, (q; t)𝜆 =

∏︁
(𝑖,𝑗)∈𝜆

(︀
1 − qt𝑗−𝑖

)︀
.

где (𝑎)𝑘 := 𝑎(𝑎+ 1) · · · (𝑎+ 𝑘 − 1).

Мы также выписываем нижеследующие специализации произведений содержа

ний, которые могут быть выражены через функции Шура:

𝑘∏︁
𝑖=1

((𝑎𝑖 +𝑁)𝜆)𝑛𝑖

𝑘′∏︁
𝑖=1

(︀
(q𝑖t

𝑁−1; t𝑖)𝜆
)︀�̃�𝑖

=
𝑘∏︁

𝑖=1

(︂
𝑠𝜆(p(𝑎𝑖 +𝑁))

𝑠𝜆(p∞)

)︂𝑛𝑖 𝑘′∏︁
𝑖=1

(︂
𝑠𝜆(p(q𝑖t

𝑁−1; t𝑖))
𝑠𝜆(p(0; t𝑖))

)︂�̃�𝑖

.

Если мы выбираем произведения содержаний указанным способом, то обе гипергеомет

рические тау-функции (1.4.1) и (1.4.1) целиком выражаются в терминах функций Шура

и, следовательно, в терминах чисел Гурвица и параметров производящей функции.

Введем следующие взвешенные суммы чисел Гурвица:

𝐺e,𝑘;𝑝

(︂
𝑁 ; 𝑑; ∆1, . . . ,∆𝑘 |

|
𝑘1, . . . ,𝑘𝑝
𝑛1, . . . , 𝑛𝑝

)︂
:=

∑︁
𝜆

|𝜆|=𝑑, ℓ(𝜆)≤𝑁

(︂
dim𝜆

𝑑!

)︂e 𝑘∏︁
𝑖=1

𝜙𝜆(∆𝑖)

𝑝∏︁
𝑖=1

𝜑𝑘𝑖(𝜆;𝑛𝑖).

Для достаточно больших 𝑁 (именно, для 𝑁 > ℓ(𝜆)) это взвешенная сумма чисел Гурви

ца, пересчитывающая неэквивалентные 𝑑-листные накрытия (базовой) связной клейно

вой поверхности эйлеровой характеристики e (не обязательно связными) клейновыми

поверхностями с эйлеровой характеристикой

e′ = 𝑑e−
∑︁
𝑖

ℓ*(∆(𝑖)) −
𝑝∑︁

𝑗=1

𝑘𝑗

Как следует из (1.4.1), упомянутые веса зависят от набора {𝑛𝑗}.

Обобщенные числа Гурвица генерируются следующим производящим рядом по

степеням 𝑘 переменных p(𝑖) , 𝑖 = 1, . . . ,𝑘:

𝐹 e,𝑘;𝑝

(︂
𝑎1, . . . ,𝑎𝑝
𝑛1, . . . , 𝑛𝑝

|
|
p(1), . . . ,p(𝑘)

)︂
=
∑︁

𝜆
ℓ(𝜆)≤𝑁

(𝑠𝜆(p∞))e−
∑︀𝑝

𝑗=1 𝑛𝑗−𝑘
𝑝∏︁

𝑗=1

(𝑠𝜆(p(𝑎𝑗)))
𝑛𝑗

𝑘∏︁
𝑖=1

𝑠𝜆(p(𝑖)).

В этой формуле числа 𝑎𝑖 , 𝑖 = 1, . . . ,𝑝 считаются независимыми параметрами. Правая

часть формулы (1.4.1) может быть переписана с помощью символов Похгаммера:

𝐹 e,𝑘;𝑝

(︂
𝑎1, . . . ,𝑎𝑝
𝑛1, . . . , 𝑛𝑝

|
|
p(1), . . . ,p(𝑘)

)︂
=
∑︁

𝜆
ℓ(𝜆)≤𝑁

(︂
dim𝜆

|𝜆|!

)︂e−
∑︀𝑝

𝑗=1 𝑛𝑗−𝑘 𝑝∏︁
𝑗=1

((𝑎𝑗)𝜆)𝑛𝑗

𝑘∏︁
𝑖=1

𝑠𝜆(p(𝑖)).
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Заметим, что мы имеем

Deg𝐹 e,𝑘;𝑝 = e.

Введенную гипергеометрическую функцию можно рассматривать как версию

некоторого дискретного 𝛽-ансамбля, поскольку сумму по разбиениям можно записать

как сумму по конусу ℎ1 > · · · > ℎ𝑁 ≥ 0, ℎ𝑚 = 𝜆𝑚 − 𝑚 + 𝑁,𝑚 = 1, . . . ,𝑁 , и затем

продолжить выражение под знаком суммы на все попарно несовпадающие неотрица

тельные значения ℎ𝑚, воспользовавшись антисимметрией функции Шура как функции

переменных ℎ𝑚,𝑚 = 1, . . . ,𝑁 , и заменить сумму по конусу на сумму по всем попарно

несовпадающим неотрицательным значениям ℎ𝑚, заработав множитель 1/𝑁 !. Получим

𝐹 e,𝑘;𝑝

(︂
𝑎1, . . . ,𝑎𝑝
𝑛1, . . . , 𝑛𝑝

|
|
p(1), . . . ,p(𝑘)

)︂
=

1

𝑁 !

′∑︁
ℎ1,...,ℎ𝑁

∏︁
𝑎<𝑏

|ℎ𝑎 − ℎ𝑏|𝛽
𝑁∏︁

𝑚=1

(ℎ𝑚!)−𝛽 𝑒−𝑉ℎ𝑚

𝑘∏︁
𝑖=1

𝑒−𝑈
(𝑖)
ℎ𝑚 ,

где 𝛽 = −e +
∑︀𝑝

𝑗=1 𝑛𝑗 + 𝑘, а
∑︀′ означает суммирование по всем неотрицательным по

парно-несовпадающим ℎ𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑁 . Введены обозначения:

𝑒−𝑉ℎ𝑚 =

𝑝∏︁
𝑗=1

((𝑎𝑗 −𝑚+ 1)𝜆𝑚)𝑛𝑗 , 𝑒−𝑈
(𝑖)
ℎ𝑚 = 𝑠(𝜆𝑚)(p

(𝑖)), ℎ𝑚 = 𝜆𝑚 −𝑚+𝑁,

см. (1.4.1). Далее, пусть 𝑝(𝑖)𝑗 = tr𝐶𝑗
𝑖 =

∑︀𝑁
𝑚=1 𝑒

𝑗𝑦
(𝑖)
𝑚 , 𝑖 = 1, . . . , 𝑔 ≤ 𝑘 (здесь 𝐶𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑔 –

матрицы размера 𝑁 ×𝑁 с набором собственных значений 𝑒𝑦
(𝑖)
𝑚 ,𝑚 = 1, . . . ,𝑁). Тогда

𝐹 e,𝑘;𝑝

(︂
𝑎1, . . . ,𝑎𝑝
𝑛1, . . . , 𝑛𝑝

|
|
p(1), . . . ,p(𝑘)

)︂
=

1

𝑁 !

′∑︁
ℎ1,...,ℎ𝑁

𝑁∏︁
𝑎<𝑏

|ℎ𝑎 − ℎ𝑏|𝛽∏︀𝑔
𝑖=1

(︁
𝑒𝑦

(𝑖)
𝑎 − 𝑒𝑦

(𝑖)
𝑏

)︁ 𝑁∏︁
𝑚=1

(ℎ𝑚!)−𝛽 𝑒−𝑉ℎ𝑚

𝑔∏︁
𝑖=1

𝑒𝑦
(𝑖)
𝑚 ℎ𝑚

𝑘∏︁
𝑖=𝑔+1

𝑒−𝑈
(𝑖)
ℎ𝑚 .

Спецификация

𝑝𝐹𝑞

(︂
𝑎1, . . . ,𝑎𝑝
𝑏1, . . . , 𝑏𝑞

|
|
p(1),p(2)

)︂
:= 𝐹 2,2;𝑝+𝑞

(︂
𝑎1, . . . ,𝑎𝑝,𝑏1, . . . , 𝑏𝑞

1, . . . , 1,− 1, . . . ,−1

|
|
p(1),p(2)

)︂
может рассматриваться как так называемая гипергеометрическая функция матрично

го аргумента (случай C), (это отождествление (1.4.1) будет верно, только если все 𝑎𝑖

различны, иначе формула запишется в более громоздком виде). Случай 𝑞 = 0, который

соответствует либо производящей функции чисел Гурвица Гульдена-Джаксона (1.4.1),

где e = 2 и 𝑘 = 1 ), либо ее аналогу для иерархии тодовской решетки ((1.4.1), то

есть при e = 2 и 𝑘 = 2) представляет особенный интерес, поскольку вместе со своим

проективным аналогом

𝑝𝐹𝑞

(︂
𝑎1, . . . ,𝑎𝑝
𝑏1, . . . , 𝑏𝑞

|
|
p

)︂
:= 𝐹 1,1;𝑝+𝑞

(︂
𝑎1, . . . ,𝑎𝑝,𝑏1, . . . , 𝑏𝑞

1, . . . , 1,− 1, . . . ,−1

|
|
p

)︂
,
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содержит всю информацию о числах Гурвица, которую только можно получить с по

мощью интегрируемых систем.

Из написанного выше следует

𝐹 e,𝑘;𝑝

(︂
𝑎1, . . . ,𝑎𝑝
𝑛1, . . . , 𝑛𝑝

|
|
p(1), . . . ,p(𝑘)

)︂
=

∑︁
𝑑>0

∑︁
Δ1,...,Δ𝑘

|Δ1|=···=|Δ𝑘|=𝑑

∑︁
𝑘1,...,𝑘𝑝

𝐺e,𝑘;𝑝

(︂
𝑁 ; 𝑑; ∆1, . . . ,∆𝑘 |

|
𝑘1, . . . ,𝑘𝑝
𝑛1, . . . , 𝑛𝑝

)︂ 𝑝∏︁
𝑗=1

𝑎
𝑑𝑛𝑗−𝑘𝑗
𝑗

𝑘∏︁
𝑖=1

p
(𝑖)

Δ𝑖 .

Ряды теории возмущений для матричных интегралов являются примерами гипергео

метрических функций, порождающих числа Гурвица (1.4.1), (1.4.1) и (1.4.1).

1.4.2 Геометрия пространств Гурвица

Пространство Гурвица ℋ𝑔;𝜅 — пространство мероморфных функций степени

𝑘1 + . . .+ 𝑘𝑚 = 𝑛 на алгебраических кривых рода 𝑔 со следующими свойствами:

− каждая мероморфная функция имеет 𝑚 занумерованных полюсов заданных

порядков 𝑘1, . . . ,𝑘𝑚;

− сумма критических значений функции равна нулю.

Здесь и далее через 𝜅 мы обозначаем набор 𝑘1, . . . ,𝑘𝑚.

Согласно [257] это пространство является гладким комплексным орбиобразием

(при 𝑔 = 0 или достаточно больших 𝑛 даже комплексным многообразием). Пусть далее

ℳ𝑔;𝑚 — пространство модулей комплексных кривых рода 𝑔 с 𝑚 отмеченными точка

ми, тогда пространство ℋ𝑔;𝜅 расслоено над ℳ𝑔;𝑚: каждой функции можно сопоставить

кривую ее определения с 𝑚 отмеченными на ней полюсами.

Через ℋ𝑔;𝜅 обозначается пополнение пространства ℋ𝑔;𝜅 состоящее из стабиль

ных мероморфных функций [257], [255], [256]. Послойная проективизация 𝑃ℋ𝑔;𝜅 рассло

ения ℋ𝑔;𝜅 является компактным комплексным орбиобразием.

Точка ветвления в образе называется невырожденной, если она имеет 𝑛−1 раз

личных прообразов, один из которых является точкой ветвления кратности 2 (при этом

остальные 𝑛− 2 прообраза — точки гладкости накрытия), и вырожденной в противном

случае. По формуле Римана–Гурвица общая мероморфная функция степени 𝑛 на кри

вой рода 𝑔 с фиксированными кратностями 𝑘1, . . . ,𝑘𝑚 прообразов бесконечности имеет

𝑛 + 𝑚 + 2𝑔 − 2 точки невырожденного ветвления. Функции с меньшим количеством

точек ветвления в образе образуют дискриминант в пространстве 𝑃ℋ𝑔;𝜅. Каждой точ
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ке ветвления в образе можно сопоставить разбиение 𝜇 числа 𝑛, представляющее собой

неупорядоченный набор кратностей прообразов данной точки.

Замыкание в 𝑃ℋ𝑔;𝜅 множества функций, имеющих ветвления предписанного

типа, будем обозначать через 𝑃ℋ𝑔;𝜅;𝜇1;...;𝜇𝑙
, где индекс состоит из рода 𝑔, кратностей

полюсов и набора разбиений кратностей прообразов над конечными точками вырож

денного ветвления. Эти подмногообразия называются стратами дискриминанта.

Каждый страт дискриминанта 𝑃ℋ𝑔;𝜅;𝜇1;...;𝜇𝑙
представляет собой комплексное

подмногообразие чистой размерности в 𝑃ℋ𝑔;𝜅, и следовательно, по двойственности Пу

анкаре определяет однородный элемент кольца когомологий 𝐻*(𝑃ℋ𝑔;𝜅). Будем обозна

чать его через 𝜎𝑔;𝜅;𝜇1;...;𝜇𝑙
,

𝜎𝑔;𝜅;𝜇1;...;𝜇𝑙
= [𝑃ℋ𝑔;𝜅;𝜇1;...;𝜇𝑙

] ∈ 𝐻*(𝑃ℋ𝑔;𝜅).

Ниже мы иногда будем опускать части разбиений, равные 1 (отвечающие некритиче

ским прообразам), в индексах стратов дискриминанта.

М.Э. Казарян и С.К. Ландо доказали, что введенные когомологические клас

сы удовлетворяют универсальным выражениям, которые выполняются в любом про

странстве Гурвица и зависят только от самих разбиений 𝜇1; . . . ;𝜇𝑙. В частности, они

выполняются в пространстве Гурвица ℋ𝑔;𝜅 — пространстве мероморфных функций на

алгебраической кривой рода 𝑔 с 𝑚 отмеченными полюсами кратностей 𝑘1, . . . , 𝑘𝑚.

Заметим, что степень страта 𝜎𝜇1;...;𝜇𝑙
в пространстве Гурвица 𝑃ℋ𝑔;𝜅 с точно

стью до коэффициента равна степени страта большей коразмерности 𝜎𝜇1;...;𝜇𝑙;𝜅, где 𝜅 =

(𝑘1, . . . ,𝑘𝑚) ⊢ 𝑛 — разбиение над дополнительным критическим значением в простран-

стве 𝑃ℋ𝑔;1𝑛 . Например, вычисление степени каустики 𝜎31 в пространстве Гурвица

𝑃ℋ𝑔;1𝑛−331 сводится к вычислению степени самопересечения каустики — страта 𝜎31;31 —

в пространстве Гурвица 𝑃ℋ𝑔;1𝑛 .

Используя описанный подход, мы получили замкнутые формулы для степеней

стратов 𝜎0;31;𝜅 и 𝜎0;22;𝜅 в пространстве 𝑃ℋ0;1𝑛 .

Теорема 1. Справедливы равенства:

deg 𝜎𝜅;1𝑛−331 =
𝑛𝑚−4

|Aut(𝜅,1𝑛−331)|
𝑛!

|Aut(𝜅)|
·

·
𝑚∏︁
𝑖=1

𝑘𝑘𝑖𝑖
𝑘𝑖!

(︃
𝑛2 +

(︃
3(𝑚− 2) −

𝑚∑︁
𝑖=1

1

𝑘𝑖

)︃
𝑛+ 3

(︂
𝑚− 2

2

)︂)︃
,
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deg 𝜎𝜅;1𝑛−422 =
𝑛𝑚−4

|Aut(𝜅,1𝑛−422)|
𝑛!

|Aut(𝜅)|
·

·
𝑚∏︁
𝑖=1

𝑘𝑘𝑖𝑖
𝑘𝑖!

(︃
1

2
𝑛3 + (𝑚− 5)𝑛2 +

(︃
1

2
(𝑚− 2)2 − 5(𝑚− 2) +

𝑚∑︁
𝑖=1

1

𝑘𝑖

)︃
𝑛− 4

(︂
𝑚− 2

2

)︂)︃
.

Кроме того, в качестве следствий мы получаем следующие выражения для се

рий двойных чисел Гурвица:

Следствие 2. Справедливы равенства

ℎ0;𝜅;1𝑛−331 =
(𝑛+𝑚− 4)!

|Aut(𝜅)|
𝑛𝑚−4

𝑚∏︁
𝑖=1

𝑘𝑘𝑖𝑖
𝑘𝑖!

(︃
𝑛2 +

(︃
3(𝑚− 2) −

𝑚∑︁
𝑖=1

1

𝑘𝑖

)︃
𝑛+ 3

(︂
𝑚− 2

2

)︂)︃
и

ℎ0;𝜅;1𝑛−422 =
(𝑛+𝑚− 4)!

|Aut(𝜅)|
𝑛𝑚−4·

·
𝑚∏︁
𝑖=1

𝑘𝑘𝑖𝑖
𝑘𝑖!

(︃
1

2
𝑛3 + (𝑚− 5)𝑛2 +

(︃
1

2
(𝑚− 2)2 − 5(𝑚− 2) +

𝑚∑︁
𝑖=1

1

𝑘𝑖

)︃
𝑛− 4

(︂
𝑚− 2

2

)︂)︃

В препринте [254] получены новые рекурсивные формулы для рассматриваемых

нами серий двойных чисел Гурвица рода 0. Соберем числа Гурвица ℎ0;𝜅;𝜈 в производя

щий ряд:

𝐻(0)
𝜈 (𝑞1,𝑞2, . . .) =

∑︁
𝑛

∑︁
𝜅⊢𝑛

ℎ0;𝜅;𝜈(𝑛)𝑞𝜅,

где разбиение 𝜈 в левой части фиксировано, а разбиение 𝜈(𝑛) в правой части получается

из 𝜈 приписыванием нескольких единиц так, чтобы |𝜈(𝑛)| = |𝜅|; и если 𝜅 = (𝑘1, . . . ,𝑘𝑚),

то 𝑞𝑘 = 𝑞𝑘1 . . . 𝑞𝑘𝑚 . Далее, пусть

𝑧𝑑,𝑟(𝑞) =
∑︁
𝑛

∑︁
𝜅⊢𝑛

1

|Aut(𝜆)|

(︂
𝑚+ 𝑟 − 3

𝑑

)︂
𝑛𝑚+𝑟−3−𝑑

𝑛∏︁
𝑖=1

𝑘𝑘𝑖𝑖
𝑘𝑖!
𝑞𝑘1 . . . 𝑞𝑘𝑚 ,

тогда, в частности, ряды 𝐻
(0)
𝜈 (𝑞1,𝑞2, . . .) полиномиально выражаются через 𝑧𝑑,𝑟. Напри

мер:

𝐻
(0)

31 (𝑞) = 𝑧0,1(𝑞) −
𝑧20,1(𝑞)

2
+ 3𝑧1,1(𝑞) + 2𝑧2,1(𝑞),

𝐻
(0)

22 (𝑞) = −6𝑧0,1(𝑞) + 𝑧20,1(𝑞) + 𝑧0,2(𝑞) − 11𝑧1,1(𝑞) + 2𝑧1,2(𝑞) − 6𝑧2,1(𝑞) + 2𝑧2,2(𝑞).
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Мы показали, что ряды 𝑧𝑑,𝑟(𝑞) порождают алгебру со счетным базисом, а имен

но, что на пространстве рядов 𝑧𝑑,𝑟 можно корректно определить дифференциальный

оператор, позволяющий генерировать тождества между функциями 𝑧𝑑,𝑟 для различных

𝑑 и 𝑟.

Теорема 3. Предположим, что выполняется функциональное равенство

𝑓(𝑧𝑑1,𝑟1 , 𝑧𝑑2,𝑟2 , . . . ,𝑧𝑑𝑠,𝑟𝑠) = 0 (здесь 𝑓 — многочлен с рациональными коэффициентами).

Тогда выполнено и равенство 𝐷𝑓 = 0, где 𝐷 — дифференциальный оператор вида

𝑧𝑑,𝑟+1
𝜕

𝜕𝑧𝑑,𝑟
.

Следствие 4. Ряды 𝑧𝑑,𝑟(𝑞) при 𝑑 > 1 и 𝑟 > 2 полиномиально выражаются через ряды

𝑧0,𝑖(𝑞), 𝑖 > 2.

Следствие 5. Пространство рядов 𝑧𝑑,𝑟 образует алгебру со счетным базисом 𝑧0,𝑖, 𝑧𝑖,1,

𝑖 ∈ N ∪ {0}.

1.4.3 Числа Гурвица-Севери

Как известно, числа Гурвица определяются как число классов изоморфизма

пар (Σ,𝑓), где Σ — компактная комплексная кривая, а

𝑓 : Σ → C𝑃 1

голоморфное отображение с заданным типом особенностей. Две пары (Σ1,𝑓1), (Σ2,𝑓2)

называются изоморфными, если существует голоморфный диффеоморфизм

ℎ : Σ1 → Σ2

такой, что 𝑓2 ∘ ℎ = 𝑓1. Тип особенностей функции 𝑓 , также иногда называемый паспор

том голоморфной функции, задается набором разбиений 𝜆1, . . . , 𝜆𝑠 числа 𝑛 — степени

отображения 𝑓 . Предположим, разбиение 𝜆𝑖 имеет вид (𝜆𝑖1, . . . , 𝜆𝑖𝑚𝑖
). Говорят, что 𝑓

имеет особенность данного типа, если она имеет 𝑠 критических значений, причем про

образ 𝑖-го из них (для всех 𝑖 = 1, . . . , 𝑠) состоит из 𝑚𝑖 критических точек кратностей

𝜆𝑖1, . . . , 𝜆𝑖𝑚𝑖
. При этом “критической точкой кратности 1” условно называется некрити

ческая точка.

Вычисление классического числа Гурвица легко сводится к комбинаторной за

даче об умножении перестановок: с точностью до тривиальных множителей число Гур

вица равно количеству способов представить единичную перестановку в виде произведе

ния 𝑠 перестановок (элементов группы 𝑆𝑛), имеющих циклические типы 𝜆1, . . . , 𝜆𝑠. Для
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произвольного 𝑠 и набора разбиений 𝜆1, . . . , 𝜆𝑠 решение этой задачи лежит за предела

ми возможностей современной науки. Хорошо изучен, например, в статье Казаряна и

Ландо об алгебро-геометрическом доказательстве гипотезы Виттена, частный случай,

когда одно из разбиений (𝜆1 = 𝜆) — произвольное, а все остальные имеют вид 211𝑛−2,

то есть, когда прообраз критического значения состоит из одной критической точки

минимальной кратности, и нужного количества некритических точек. И этом случае

соответствующее число Гурвица ℎ𝑔,𝜆 может быть вычислено быстрым алгоритмом; на

бор ℎ𝑔,𝜆 удовлетворяет ряду тождеств, связанных с теорией интегрируемымх систем.

Числа Гурвица-Севери имееют более сложное описание и устройство. Для их

определения необходимо ввести понятие многообразия Севери. Взяв точку 𝑝 ∈ 𝐶𝑃 2;

определим многообразие Севери𝑊𝑔,𝑑,ℓ как множество неприводимых приведенных плос

ких нодальных кривых степени 𝑑 + ℓ и рода 𝑔, имеющих ℓ-кратный узел в точке 𝑝 и

таких, что все остальные узлы их простые. Такое множество непусто если, и только

если

𝑔 ≤

(︃
𝑑+ ℓ− 1

2

)︃
−

(︃
ℓ

2

)︃

На многообразии Севери действует (локально свободно) трехмерная группа

𝐺 ⊂ 𝑃𝐺𝐿(3,𝐶) проективных преобразований плоскости, сохраняющих точку 𝑝 и все

проходящие через нее прямые. Пространство орбит 𝑊𝑔,𝑑,ℓ/𝐺 – гладкое почти всюду

многообразие размерности 3𝑑+ 2ℓ+ 𝑔 − 4.

Обозначим 𝜅 : 𝑁𝐶 → 𝐶 отображение нормализации кривой 𝐶 и рассмотрим на

каждой кривой 𝐶 мероморфную функцию

𝛼𝐶 = 𝜋𝑝 ∘ 𝜅 : 𝑁𝐶 → 𝑝⊥ 𝐶𝑃 1,

где 𝑝⊥ — множество прямых в 𝐶𝑃 2, проходящих через точку 𝑝, а 𝜋𝑝 сопоставляет про

извольной точке 𝑥 ̸= 𝑝 прямую (𝑝𝑥).

Кривая 𝐶 общего положения имеет ℓ различных касательных в точке 𝑝 ("ло

кальные касательные") и 2𝑑+ 2𝑔 − 2 различных прямых, проходящих через 𝑝 и касаю

щихся 𝐶 в точке 𝑞 ̸= 𝑝 ("удаленные касательные"). Кроме того, кривая 𝐶 имеет(︂
𝑑+ ℓ− 1

2

)︂
−
(︂
ℓ

2

)︂
− 𝑔 =

(︂
𝑑− 1

2

)︂
+ ℓ(𝑑− 1) − 𝑔 ≥ 0

простых узлов вне точки 𝑝. Таким образом, для кривой определены три дивизора на 𝑝⊥

— дивизор локальных касательных, дивизор удаленных касательных и дивизор прямых,

проходящих через 𝑝 и еще один узел. Эти дивизоры инвариантны при действии группы

𝐺; второй из них совпадает с дивизором критических значений функции 𝛼.
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Тройка значений (𝑔,𝑑,ℓ) называется гибкой, если dim𝑊𝑔,𝑑,ℓ/𝐺 ≥ 2𝑑 + 2𝑔 − 2 +

ℓ (размерность 𝑊/𝐺 больше общего количества касательных через точку 𝑝), то есть

𝑑 + ℓ ≥ 𝑔 + 2. Тройка называется полужесткой, если dim𝑊𝑔,𝑑,ℓ/𝐺 < 2𝑑 + 2𝑔 − 2 + ℓ

(тройка не гибкая), но dim𝑊𝑔,𝑑,ℓ/𝐺 ≥ 2𝑑+2𝑔−2 (размерность больше числа удаленных

касательных), то есть 𝑑 + ℓ < 𝑔 + 2 ≤ 𝑑 + 2ℓ. В остальных случаях тройка называется

жесткой.

Число Гурвица–Севери плоских кривых H𝑔,𝑑,ℓ было впервые введено в частном

случае Онгаро и Б. Шапиро, а в общем случае, позднее, — в работе Ю. Бурмана и

Б. Шапиро в рамках исследований нашей лаборатории. Оно определяется как количе

ство классов изоморфизма пар (Σ,𝑓), где Σ ⊂ 𝐶𝑃 2 — плоская кривая, а

𝑓 : Σ → 𝐶𝑃 1

проекция кривой Σ из точки 𝑝 ∈ 𝐶𝑃 2, имеющая данные особенности. При определении

типа особенности, в отличие от классического случая, нужно рассматривать не только

критические точки функции 𝑓 , соответствующие касательным к кривой Σ, проведен

ным через центр проекции 𝑝, но и узлы кривой Σ. Кроме того, центру проекции 𝑝

разрешается лежать на кривой, в том числе и в узле произвольной кратности, а при

определении типа особенности следует различать касательные к кривой в точке 𝑝 и

касательные, проходящие через 𝑝, но касающиеся кривой в другой точке. Для полно

го и корректного определения чисел Гурвица-Севери жесткий, полужесткий и гибкий

случаи приходится рассматривать отдельно.

Числом Гурвица–Севери гибкой тройки (𝑔,𝑑,ℓ) называется число орбит в𝑊𝑔,𝑑,ℓ/𝐺,

для которых дивизоры удаленных и локальных кривых принимают заранее заданное

значение, и заранее заданный набор прямых (количество которых определяется сообра

жениями размерности), проходящих через 𝑝, содержит узлы кривой. Для полужесткого

случая число Гурвица–Севери определяется как число орбит, у которых дивизор уда

ленных касательных принимает заданное значение, и заранее заданный набор кривых

(число определяется размерностью) состоит из локальных касательными. Для жестких

троек число Гурвица–Севери это число орбит, для которых заранее заданный набор

прямых (число определяется размерностью) состоит из удаленных касательных.

Основные два результата по числам Гурвица-Севери полученные нами имеют

следующий вид:

Пусть (𝑔,𝑑,ℓ) — гибкая тройка. Тогда число Гурвица–Севери равно(︂
𝑑

2

)︂𝑑+ℓ−𝑔−2

𝑑ℓℎ𝑔,1𝑑/𝑑!,

61



где ℎ𝑔,1𝑑 — число Гурвица, т.е. число рациональных функций на кривой рода 𝑔 с задан

ным набором из 𝑑 простых критических значений.

Пусть (𝑔,𝑑,ℓ) — полужесткая тройка. Тогда число Гурвица–Севери равно

𝑑𝑑+2ℓ−𝑔−2
(︂

2𝑔 − 𝑑− ℓ− 1

𝑔 − 3

)︂
ℎ𝑔,1𝑑/𝑑!.

Жесткий случай пока остается малоисследованным.

1.5 Инварианты графов

Продолжались работы по исследованию инвариантов графов. Обозначим через

𝑊𝐺 симметризованный хроматический многочлен Стенли графа 𝐺. Этот многочлен

является обобщением обычного хроматического многочлена графа. Он зависит от пере

менных 𝑞1,𝑞2, . . . (на самом деле, для графа с 𝑛 вершинами он зависит лишь от первых

𝑛 переменных 𝑞1, . . . ,𝑞𝑛). Рассмотрим результат усреднения инварианта 𝑊 :

𝒲(𝑞1,𝑞2, . . . ) =
∑︁
𝐺

𝑊𝐺

|Aut(𝐺)|

здесь суммирование идет по всем простым графам |𝐺|, а через |Aut(𝐺)| обозначен по

рядок группы автоморфизмов графа 𝐺.

Одним из основных результатов работы в 2017 г. явилось доказательство сле

дующего утверждения:

После подходящего перешкалирования переменных 𝑞𝑖 = 𝑐𝑖𝑝𝑖 𝑖 = 1,2, . . . для

некоторых положительных констант 𝑐𝑖, функция𝒲 становит- ся формальной 𝜏 -функцией

интегрируемой системы Кадомцева-Петвиашвили дифференциальных уравнений в част

ных производных.

Как следствие получаем, что логарифм log𝒲 функции𝒲 после того же переш

калирования переменных становится формальным решением интегрируемой системы

Кадомцева-Петвиашвили.

Отметим, что логарифм функции𝒲 представляется такой же суммой, что и са

ма функция𝒲 , только суммирование ведется по всем связным графам. Как мы устано

вили, сформулированная выше теорема является частным случаем аналогичной теоре

мы, справедливой для произвольного инварианта графов со значениями в кольце мно

гочленов C[𝑞1, 𝑞2, . . . ], являющегося гомоморфизмом градуированных алгебр Хопфа.

Насколько нам известно, эти утверждения носят оригинальный характер — впервые

установлена связь нелокальных инвариантов графов и структуры алгебры Хопфа с
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интегрируемыми системами. В настоящее время работа в данном направлении продол

жается, и мы предпринимаем попытки найти другие проявления этой связи и обобщить

полученные результаты.

1.6 Симметрии разностного уравнения Хироты

1.6.1 Введение

Разностное уравнение Хироты было введено в билинейной форме (HBDE) как

уравнение на 𝜏 -функцию в [74, 75],

𝜏 (1)(𝑛)𝜏 (2,3)(𝑛) + 𝜏 (2)(𝑛)𝜏 (3,1)(𝑛) + 𝜏 (3)(𝑛)𝜏 (1,2)(𝑛) = 0,

где 𝜏(𝑛) = 𝜏(𝑛1,𝑛2,𝑛3) – функция 3 целых чисел (независимых переменных) 𝑛1,𝑛2,𝑛3 ∈ Z.
Здесь и ниже верхние индексы 1, 2, 3 в скобках означают единичные сдвиги 𝜏 (𝑖)(𝑛) =

𝜏(𝑛)|𝑛𝑖→𝑛𝑖+1, матрица 𝜏 (𝑖,𝑗) антисимметрична и 𝜏 (𝑖,𝑗)(𝑛) = 𝜏(𝑛)𝑛𝑖→𝑛𝑖+1,𝑛𝑗→𝑛𝑗+1 при 1 6

𝑖 < 𝑗 6 3. HBDE широко обсуждается в литературе, поскольку, как известно, оно

порождает многие интегрируемые разностные и дифференциальные уравнения, такие

как уравнение Кадомцева–Петвиашвили (KP), модифицированное уравнение Кадом

цева–Петвиашвили, уравнение двумеризованной цепочки Тоды, уравнение sine-Гордон,

Бенжамина–Оно и т.д. Благодаря этому уравнение HDE часто рассматривается как

фундаментальная интегрируемая система.

Это уравнение возникает также как модельно-независимое функциональное со

отношение для собственных значений квантовой трансфер-матрицы. Детальное обсуж

дение результатов, связанных с этим уравнением дано в [76, 77], см. также приведенную

там литературу. Октохедральная структура HDE рассмотрена в [78]. Его эллиптические

решения были рассмотрены в [79]. В [80] разностное уравнение Хироты названо обоб

щенной иерархией КП. Некоторые близкие уравнения выведены в [81].

Здесь мы используем форму разностного уравнения Хироты, которая удобна

и естественна для метода обратной задачи рассеяния, но отлична от HBDE в (1.6.1).

Введем “полевую переменную,” т.е. функцию 𝑣(𝑛) = 𝑣(𝑛1,𝑛2,𝑛3) заданную посредством

равенств

𝑣(1)(𝑛) − 𝑣(3)(𝑛) =
𝜏 (3,1)(𝑛)𝜏(𝑛)

𝜏 (1)(𝑛)𝜏 (3)(𝑛)
, 𝑣(2)(𝑛) − 𝑣(1)(𝑛) =

𝜏 (1,2)(𝑛)𝜏(𝑛)

𝜏 (2)(𝑛)𝜏 (1)(𝑛)
,
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где по аналогии с предыдущим использовано обозначение

𝑣(1)(𝑛) = 𝑣(𝑛1 + 1,𝑛2,𝑛3), 𝑣(2)(𝑛) = 𝑣(𝑛1,𝑛2 + 1,𝑛3), etc.,

𝑣(11)(𝑛) = 𝑣(𝑛1 + 2,𝑛2,𝑛3), 𝑣(12)(𝑛) = 𝑣(𝑛1 + 1,𝑛2 + 1,𝑛3), etc.,

но в отличие от 𝜏 (𝑖,𝑗) матрица 𝑣(𝑖,𝑗) симметрична. Суммируя уравнения в (1.6.1), мы

получаем в силу (1.6.1)

𝑣(3)(𝑛) − 𝑣(2)(𝑛) =
𝜏 (2,3)(𝑛)𝜏(𝑛)

𝜏 (2)(𝑛)𝜏 (3)(𝑛)
.

Заметим, что все эти три уравнения получаются последовательно циклической пере

становкой индексов {1,2,3}. Теперь по (1.6.1) имеем, что (𝑣(2) − 𝑣(1))(3)(𝑣(3) − 𝑣(1)) =

(𝑣(3) − 𝑣(1))(2)(𝑣(2) − 𝑣(1)), или

𝑣(12)(𝑣(2) − 𝑣(1)) + 𝑣(23)(𝑣(3) − 𝑣(2)) + 𝑣(31)(𝑣(1) − 𝑣(3)) = 0,

что и является той формой разностного уравнения Хироты (HDE), которая использу

ется в дальнейшем. Как известно (см., напр., [76]) это уравнение есть условие совмест

ности для пары Лакса, данной любыми двумя уравнениями из следующих трех:

𝜙(𝑖) = 𝜙(𝑗) +
(︀
𝑣(𝑖) − 𝑣(𝑗)

)︀
𝜙, 𝑖,𝑗 = 1,2,3.

Имеет смысл отметить, что в силу рациональной зависимости правых частей (1.6.1)

и (1.6.1) от 𝜏 , уравнения (1.6.1) и (1.6.1) описывают разные классы решений, см. [82].

Например, первое из них не имеет решений таких, что некоторые из разностей в левых

частях исчезают при некоторых 𝑛. С другой стороны, уравнение (1.6.1) плохо опреде

лено так, как оно есть: любая функция 𝑣(𝑛), такая что

𝑣(𝑖) = 𝑣(𝑗) для 𝑖 ̸= 𝑗

удовлетворяет этому уравнению. Ниже мы выведем дополнительные условия, которые

разрешают эту проблему.

Здесь уравнение HDE используется для демонстрации общего подхода к постро

ению симметрий интегрируемых уравнений. В [82] было показано, что HDE может быть

выведено как одевание коммутаторного тождества на ассоциативной алгебре. Точнее,

пусть дана некоторая ассоциативная алгебра с единицей над полем C комплексных чи

сел. Зафиксируем некоторые комплексные, взаимно различные параметры 𝑎1, 𝑎2 и 𝑎3.

Легко видеть, что для произвольной пары 𝐴, 𝐵 элементов этой алгебры, таких что в
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ней существуют (𝐴− 𝑎1)
−1, (𝐴− 𝑎2)

−1 и (𝐴− 𝑎3)
−1, мы имеем следующее тождество:

𝑎12
{︀

(𝐴− 𝑎1)(𝐴− 𝑎2)𝐵(𝐴− 𝑎1)
−1(𝐴− 𝑎2)

−1 + (𝐴− 𝑎3)𝐵(𝐴− 𝑎3)
−1}︀+

+ cycle(1,2,3) = 0,

где

𝑎𝑖𝑗 = 𝑎𝑖 − 𝑎𝑗, 𝑎𝑖 ̸= 𝑎𝑗 при 𝑖 ̸= 𝑗.

Ввиду взаимной коммутатитвности элементов 𝐴 − 𝑎𝑖, можно ввести зависимость 𝐵 от

дискретных “времен” 𝑛𝑖 ∈ Z, 𝑖 = 1,2,3, посредством уравнений:

𝐵(𝑛1,𝑛2,𝑛3) =

(︃
3∏︁

𝑖=1

(𝐴− 𝑎𝑖)
𝑛𝑖

)︃
𝐵

(︃
3∏︁

𝑖=1

(𝐴− 𝑎𝑖)
𝑛𝑖

)︃−1
.

Обозначая для краткости 𝐵(𝑛) = 𝐵(𝑛1,𝑛2,𝑛3) и используя обозначения типа (1.6.1)

и (1.6.1), получаем, что 𝐵(𝑛) удовлетворяет в силу (1.6.1) следующему разностному

уравнению:

𝑎12
{︀
𝐵(12) +𝐵(3)

}︀
+ cycle(1,2,3) = 0,

что есть линеаризованная версия HDE (1.6.1), как объясняется ниже после (1.6.2). В [82]

была введена специальная процедура одевания, позволившая провести такую “делинеа

ризацию” уравнения (1.6.1). Там же был описан вывод из HDE посредством предельных

процедур дифференциальных и разностно-дифференциальных интегрируемых уравне

ний. Прямая и обратная задачи для HDE были рассмотрены в [83]. Здесь наше постро

ение основано на абелевой версии HDE для простоты. См. [84], где дано аналогичное

рассмотрение для неабелева HDE.

1.6.2 Процедура одевания

Для введения процедуры одевания фиксируем представление ассоциативной

алгебры. Мы реализуем ее как множество операторов 𝐹 , 𝐺, и т.д., заданных своими

символами ̃︀𝐹 (𝑛1,𝑧), ̃︀𝐺(𝑛1,𝑧), и т.д., являющимися функциями от дискретной переменной

𝑛1 ∈ Z и 𝑧 ∈ C. Предположим, что эти символы обладают преобразованием Фурье

̃︀𝐹 (𝑛1,𝑧) =

∮︁
|𝜁|=1

𝑑𝜁

2𝜋𝑖𝜁
𝜁𝑛1𝑓(𝜁,𝑧),

где 𝑓(𝜁,𝑧) – функция (распределение) от своих переменных, 𝜁,𝑧 ∈ C, |𝜁| = 1. Обозна

чения типа 𝑓(𝜁,𝑧) не означают, что предположены какие-либо свойства аналитичности

символов по отношению к переменной 𝑧. Так что существует нетривиальная операция
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𝜕-дифференцирования на этом множестве операторов, т.е. каждому оператору 𝐹 сопо

стовляется оператор 𝜕𝐹 с символом

(̃𝜕𝐹 )(𝑛1,𝑧) =
𝜕 ̃︀𝐹 (𝑛1,𝑧)

𝜕𝑧
,

где производная понимается в смысле распределения. На этом пространстве операторов

мы определяем произведение

(̃𝐹𝐺)(𝑛1,𝑧) =

∮︁
|𝜁|=1

𝑑𝜁

2𝜋𝑖𝜁
̃︀𝐹 (𝑛1,𝑧𝜁)

∑︁
𝑚1∈Z

𝜁𝑛1−𝑚1 ̃︀𝐺(𝑚1,𝑧),

если интеграл существует. Легко проверить ассоциативность этого закона композиции.

В качестве простейших примеров рассмотрим единичный оператор и оператор

сдвига. Символ единичного (в смысле композиции (1.6.2)) оператора равен 1, а символ

оператора 𝑇 , который сдвигает переменную 𝑛1, равен

̃︀𝑇 (𝑛1,𝑧) = 𝑧,

так что по (1.6.2) для любого 𝐹 :

(̃𝑇𝐹 )(𝑛,𝑧) = 𝑧̃︂𝐹 (1)(𝑛,𝑧), ˜(𝐹𝑇−1)(𝑛,𝑧) =
1

𝑧
̃︀𝐹 (𝑛,𝑧),

˜(𝑇𝐹𝑇−1)(𝑛,𝑧) = ̃︂𝐹 (1)(𝑛,𝑧),

где было использовано обозначение (1.6.1). Мы видим, что символ оператора 𝑇 анали

тичен, так что по (1.6.2)

𝜕𝑇 = 0,

что крайне существенно для последующего построения. Легко видеть, что любой опе

ратор 𝐹 с символом ̃︀𝐹 (𝑛,𝑧) = 𝑓(|𝑧|), т.е. независящим от 𝑛1 и arg 𝑧, коммутирует с

произвольным оператором в смысле композиции (1.6.2).

Пусть теперь элемент 𝐵 в (1.6.1) – оператор в этом классе, т.е. задается симво

лом ̃︀𝐵(𝑛1,𝑧) =

∮︁
|𝜁|=1

𝑑𝜁

2𝜋𝑖𝜁
𝜁𝑛1𝑏(𝜁,𝑧),

с некоторой функцией 𝑏(𝜁,𝑧), ср. (1.6.2). Сравнение равенств (1.6.1) и (1.6.2) показывает,

что естественно положить

𝐴 = 𝑇1 + 𝑎1, i.e. ̃︀𝐴(𝑛,𝑧) = 𝑧1 + 𝑎1,
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так что шифт 𝑛1 в (1.6.1) (см. обозначение (1.6.1)) дает

𝐵(1) = 𝑇𝐵𝑇−1,

справедливое для произвольного оператора в силу (1.6.2). Специфическим для 𝐵 яв

ляется зависимость от дискретных переменных 𝑛2 и 𝑛3, данная посредством (1.6.1) и

(1.6.2):

𝐵(2)(𝑛2,𝑛3) ≡ 𝐵(𝑛2 + 1,𝑛3) = (𝑇 + 𝑎12)𝐵(𝑛2,𝑛3)(𝑇 + 𝑎12)
−1,

𝐵(3)(𝑛2,𝑛3) ≡ 𝐵(𝑛2,𝑛3 + 1) = (𝑇 + 𝑎13)𝐵(𝑛2,𝑛3)(𝑇 + 𝑎13)
−1.

В дальнейшем мы обозначаем 𝐵(𝑛), а символ как ̃︀𝐵(𝑛1,𝑛2,𝑛3,𝑧) ( ̃︀𝐵(𝑛,𝑧) для краткости).

Для операторов, символы которых зависят от всех трех дискретных переменных закон

композиции (1.6.2) принимает вид

(̃𝐹𝐺)(𝑛,𝑧) =

∮︁
|𝜁|=1

𝑑𝜁

2𝜋𝑖𝜁
̃︀𝐹 (𝑛,𝑧𝜁)

∑︁
𝑚1∈Z

𝜁𝑛1−𝑚1 ̃︀𝐺(𝑚1,𝑛2,𝑛3,𝑧).

В силу этого уравнения, а также (1.6.2), (1.6.2) и (1.6.2) символ оператора 𝐵(𝑛)

равен ̃︀𝐵(𝑛,𝑧) =

∮︁
|𝜁|=1

𝑑𝜁

2𝜋𝑖𝜁
𝜁𝑛1

(︂
𝑧𝜁 + 𝑎12
𝑧 + 𝑎12

)︂𝑛2
(︂
𝑧𝜁 + 𝑎13
𝑧 + 𝑎13

)︂𝑛3

𝑏(𝜁,𝑧).

Естественно исключить его экспоненциальный рост по 𝑛2 и 𝑛3. Так что мы накладываем

условия |𝑧𝜁 + 𝑎12| = |𝑧 + 𝑎12|, |𝑧𝜁 + 𝑎13| = |𝑧 + 𝑎13|, которые эквивалентны либо 𝜁 = 1,

либо 𝑧/𝑧 = 𝜁𝑎12/𝑎12 = 𝜁𝑎13/𝑎13. Первое условие приводит к тривиальному постоянному

оператору по (1.6.2), так что мы рассмотрим только второе. В силу его: 𝑎12/𝑎12 = 𝑎13/𝑎13,

а тогда (сдвигая фазу 𝑧, если необходимо) мы можем выбрать все 𝑎𝑗 вещественными.

Это означает, что функция 𝑏(𝜁,𝑧) имеет носитель на поверхности 𝜁 = 𝑧/𝑧. В простейшем

случае 𝑏(𝜁,𝑧) = 𝛿𝑐(𝜁𝑧/𝑧) ̃︀𝑅(𝑧), где 𝛿𝑐 – 𝛿-функция на единичной окружности и ̃︀𝑅(𝑧) –

произвольная функция от 𝑧 ∈ C. Таким образом представление (1.6.2) для символа 𝐵

имеет вид ̃︀𝐵(𝑛,𝑧) =

(︂
𝑧

𝑧

)︂𝑛1
(︂
𝑧 + 𝑎12
𝑧 + 𝑎12

)︂𝑛2
(︂
𝑧 + 𝑎13
𝑧 + 𝑎13

)︂𝑛3 ̃︀𝑅(𝑧).

Принимая во внимание свойства зависящего от 𝑛 множителя, естественно наложить

условие, что ̃︀𝑅(𝑧) = ̃︀𝑅(𝑧). Тогда также ̃︀𝐵(𝑛,𝑧) = ̃︀𝐵(𝑛,𝑧). В общем случае функция

𝑏(𝜁,𝑧) в (1.6.2) может быть пропорциональна конечной сумме производных 𝛿𝑐(𝜁), что

мы не рассматриваем здесь, чтобы избежать асимптотического роста ̃︀𝐵(𝑛,𝑧) по 𝑛.
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Процедура одевания основана на построении одевающего оператора 𝐾(𝑛) по

средством 𝜕-проблемы

𝜕𝐾(𝑛) = 𝐾(𝑛)𝐵(𝑛), lim
𝑧→∞

̃︀𝐾(𝑛,𝑧) = 1,

где ̃︀𝐾(𝑛,𝑧) – символ оператора 𝐾(𝑛). Эволюции (1.6.2)–(1.6.2) порождают эволюции

оператора одевания: 𝜕𝐾(𝑗)(𝑛) = 𝐾(𝑗)(𝑛)𝐵(𝑗)(𝑛), где использовано обозначение (1.6.1)

для 𝐾(𝑛). Для описания этих сдвигов необходимо уточнить асимптотическое условие

(1.6.2), предполагая разложение

̃︀𝐾(𝑛,𝑧) =
𝑀∑︁
𝑗=0

𝑘𝑗(𝑛)𝑧−𝑗 + 𝑜(𝑧−𝑀), 𝑧 → ∞, 𝑘0(𝑛) ≡ 1,

где 𝑀 – некоторое конечное положительное число и функции 𝑘𝑗(𝑛) не зависят от

𝑧, т.е. являются операторами, совпадающими со своими символами. В силу (1.6.2) и

(1.6.2)–(1.6.2) имеем 𝜕𝐾(𝑗)(𝑇 + 𝑎1𝑗) = 𝐾(𝑗)(𝑇 + 𝑎1𝑗)𝐵, (𝑗 = 1,2,3, где 𝑎11 = 0 по (1.6.1)).

Таким образом, 𝐾(𝑗)(𝑇 + 𝑎1𝑗) для любого 𝑗 = 1,2,3 удовлетворяет тому же уравне

нию, что и в (1.6.2), но его символ растет линейно на 𝑧-бесконечности. Предполагая

однозначную разрешимость задачи (1.6.2), видим, что существуют операторы 𝑃𝑗 с сим

волами, которые являются целыми функциями от 𝑧, такими что 𝐾(𝑗)(𝑇 + 𝑎1𝑗) = 𝑃𝑗𝐾.

Асимптотическое разложение (1.6.2) показывает, что символы ̃︀𝑃𝑗(𝑛,𝑧) суть полиномы

первого порядка по 𝑧. Их коэффициенты находятся из последнего равенства и (1.6.2).

Так 𝑃1 = 𝑇 , так что 𝐾(1) = 𝑇𝐾𝑇−1, как и должно быть для любого рассматриваемого

оператора. Но результаты сдвигов по второй и третьей дискретным переменным менее

тривиальны:

𝐾(2)(𝑇 + 𝑎12) = 𝐾(1)𝑇 +
[︀
𝑢(2) − 𝑢(1) + 𝑎12

]︀
𝐾,

𝐾(3)(𝑇 + 𝑎13) = 𝐾(1)𝑇 +
[︀
𝑢(3) − 𝑢(1) + 𝑎13

]︀
𝐾,

где для простоты мы овозначили

𝑢 = 𝑘1

(см. (1.6.2)), так что мы рассматриваем 𝑢 как оператор с символом ̃︀𝑢(𝑛,𝑧) = 𝑢(𝑛).

Уравнения (1.6.2) и (1.6.2) являются одетыми версиями уравнений

𝐵(2)(𝑇 + 𝑎12) = 𝐵(1)𝑇 + 𝑎12𝐵, 𝐵(3)(𝑇 + 𝑎13) = 𝐵(1)𝑇 + 𝑎13𝐵,
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которые следуют из (1.6.2)–(1.6.2). По построению эволюции оператора 𝐾 по дискрет

ным “временам” совместны и совместность уравнений (1.6.2) и (1.6.2) дает:

𝑢(12)(𝑢(2) − 𝑢(1) + 𝑎12) + 𝑎12𝑢
(3) + cycle(1,2,3) = 0,

что дает разностное уравнение Хироты на функцию 𝑢 = 𝑢(𝑛1,𝑛2,𝑛3). Понятно, что (1.6.1)

– линеарезация этого уравнения.

Подстановка разложения (1.6.2) в (1.6.2) и (1.6.2) определяет коэффициенты 𝑘𝑗

этого разложения. Таким способом мы получаем

𝑘
(2)
𝑗+1 + 𝑎12𝑘

(2)
𝑗 = 𝑘

(1)
𝑗+1 + (𝑢(2) − 𝑢(1) + 𝑎12)𝑘𝑗,

𝑘
(3)
𝑗+1 + 𝑎13𝑘

(3)
𝑗 = 𝑘

(1)
𝑗+1 + (𝑢(3) − 𝑢(1) + 𝑎13)𝑘𝑗, 𝑗 > 0.

В частности:

𝑘
(2)
2 − 𝑘

(1)
2 = (𝑢(2) − 𝑢(1))𝑢− 𝑎12(𝑢

(2) − 𝑢),

𝑘
(3)
2 − 𝑘

(1)
2 = (𝑢(3) − 𝑢(1))𝑢− 𝑎13(𝑢

(3) − 𝑢),

𝑘
(2)
3 − 𝑘

(1)
3 = −𝑎12𝑘

(2)
2 + (𝑢(2) − 𝑢(1) + 𝑎12)𝑘2,

𝑘
(3)
3 − 𝑘

(1)
3 = −𝑎13𝑘

(3)
2 + (𝑢(3) − 𝑢(1) + 𝑎13)𝑘2.

Эти соотношения нелокальны и требуют предположений об асимптотическом поведении

коэффициентов 𝑘𝑗(𝑛) по 𝑛 для однозначной разрешимости.

Для ипрощения предыдущих соотношений введем решения Йоста посредством

𝜙(𝑛,𝑧) = 𝑧𝑛1(𝑧 + 𝑎12)
𝑛2(𝑧 + 𝑎13)

𝑛3 ̃︀𝐾(𝑛,𝑧),

Тогда равенства (1.6.2) и (1.6.2) для пары Лакса запишутся как

𝜙(2) = 𝜙(1) +
(︀
𝑢(2) − 𝑢(1) + 𝑎12

)︀
𝜙,

𝜙(3) = 𝜙(1) +
(︀
𝑢(3) − 𝑢(1) + 𝑎13

)︀
𝜙.

Отметим также, что разность этих уравнений дает равенство

𝜙(3) = 𝜙(2) +
(︀
𝑢(3) − 𝑢(2) + 𝑎23

)︀
𝜙,

которое симметрично по отношению к предыдущим. Таким образом любые два из этих

уравнений могут быть взяты в качестве пары Лакса. Заменим зависимую переменную:

𝑣(𝑛) = 𝑢(𝑛) − 𝑎1𝑛1 − 𝑎2𝑛2 − 𝑎3𝑛3,
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где по построению 𝑢(𝑛) → 0, когда 𝑛 → ∞. Тогда по (1.6.1) и (1.6.1) 𝑣(𝑖) − 𝑣(𝑗) =

𝑢(𝑖) − 𝑢(𝑗) + 𝑎𝑗𝑖, так что по (1.6.2) мы имеем HDE (1.6.1) и его лаксову пару (1.6.1),

как следует из (1.6.2) и (1.6.2)– (1.6.2). Более того, условие (1.6.1) и асимптотическое

поведение 𝑣(𝑛) в (1.6.2) разрешает проблему некорректности задачи (1.6.1).

1.6.3 Непрерывные симметрии разностного уравнения Хироты

В случае, когда рассматриваемое нелинейное уравнение интегрируемо, т.е. обла

дает нетривиальной парой Лакса, построение симметрий этого уравнения эквивалентно

построению здесь лаксовой пары (1.6.2), (1.6.2). Ввиду существования обратной задачи,

такая процедура, будучи крайне сложной сама по себе, может быть заменена следующи

ми двумя шагами. Принимая во внимание, что пара Лакса (1.6.2), (1.6.2) (или, точнее

говоря, (1.6.2), (1.6.2)) возникла в результате одевания “голой” пары (1.6.2), начнем с по

строения симметрий уравнения (1.6.2). Тогда симметрии самого уравнения HDE будут

следовать из процедуры одевания, т.е. из обратной задачи (1.6.2). В силу (1.6.2)–(1.6.2)

простейший набор симметрий пары (1.6.2) дается операторами, которые коммутируют с

оператором 𝑇 , т.е. функциями от самого этого оператора. Явно, мы вводим зависимость

оператора 𝐵 от новой (непрерывной) перемнной 𝑡 посредством соотношения

𝐵𝑡(𝑛,𝑡) = [𝑊,𝐵(𝑛,𝑡)],

где символ оператора 𝑊 равен ̃︁𝑊 (𝑛,𝑧) = 𝑤(𝑧), будучи мероморфной функцией от 𝑧.

В силу закона композиции (1.6.2) любой такой оператор коммутирует с оператором 𝑇 ,

так что благодаря (1.6.2)–(1.6.2):

(𝐵𝑡)
(𝑗) = (𝐵(𝑗))𝑡,

где скобки означают порядок операций. Более того, пусть дан оператор 𝑊 ′ того же

типа. введем зависимость от 𝑡′ по аналогии с (1.6.3). Тогда [𝑊,𝑊 ′] = 0 и эти симметрии

коммутируют: 𝜕𝑡′𝜕𝑡𝐵(𝑛,𝑡,𝑡′) = 𝜕𝑡′𝜕𝑡𝐵(𝑛,𝑡,𝑡′). В терминах символов, мы в силу (1.6.2)

имеем

̃︀𝐵(𝑛,𝑡,𝑧) =

∮︁
|𝜁|=1

𝑑𝜁

2𝜋𝑖𝜁
𝜁𝑚1

(︂
𝑧𝜁 + 𝑎12
𝑧 + 𝑎12

)︂𝑚2
(︂
𝑧𝜁 + 𝑎13
𝑧 + 𝑎13

)︂𝑚3

𝑒𝑡(𝑤(𝑧𝜁)−𝑤(𝑧))𝑏(𝜁,𝑧),

что сохраняет форму ̃︀𝐵, переопределяя лишь 𝑏(𝜁,𝑧). Наш следующий шаг – определить

одевающий оператор по (1.6.2), так что 𝜕𝐾𝑡(𝑛,𝑡) = 𝐾𝑡(𝑛,𝑡)𝐵(𝑛,𝑡) +𝐾(𝑛,𝑡)𝐵𝑡(𝑛,𝑡), или в
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силу (1.6.3):

𝜕𝐾𝑡(𝑛,𝑡) +𝐾(𝑛,𝑡)𝐵(𝑛,𝑡)𝑊 =
(︀
𝐾𝑡𝑛(𝑛,𝑡) +𝐾(𝑛,𝑡)𝑊

)︀
𝐵(𝑛,𝑡).

Ниже мы рассмотрим специальные случаи таких симметрий, допускающих интегриро

вание этого уравнения в силу (1.6.2).

1.6.3.1 Симметрии типа КП

Этот набор симметрий порождается простейшим выбором оператор𝑊 в (1.6.3):

𝑤(𝑧) = 𝑧,𝑧2, . . .. Иными словами, мы вводим зависимость оператора 𝐵 от времен 𝑡1,𝑡2, . . .

посредством уравнений 𝐵𝑡𝑚 = [𝑇𝑚,𝐵], 𝑚 = 1,2, . . ., и определяем зависимость одеваю

щего оператора от этих времен посредством (1.6.3): 𝜕𝐾𝑡𝑚 + 𝐾𝐵𝑇𝑚 = (𝐾𝑡𝑚 + 𝐾𝑇𝑚)𝐵.

Благодаря (1.6.2) это уравнение эквивалентно

𝜕
(︀
𝐾𝑡𝑚 +𝐾𝑇𝑚

)︀
=
(︀
𝐾𝑡𝑚 +𝐾𝑇𝑚

)︀
𝐵.

Мы видим, что сумма𝐾𝑡𝑚+𝐾𝑇𝑚 удовлетворяет тому же 𝜕-уравнению, что и в (1.6.2), но

с другим (полиномиальным по 𝑧) асимптотическим поведением символа на 𝑧-бесконечности.

Итак, для любого 𝑚 существует оператор 𝑃𝑚, такой что 𝜕𝑃𝑚 = 0 и

𝐾𝑡𝑚 +𝐾𝑇𝑚 = 𝑃𝑚𝐾.

Предполагая дифференцируемость асимптотики в (1.6.2), видим, что символ ̃︀𝑃𝑚(𝑛,𝑡,𝑧)

– полином 𝑚-ой степени по 𝑧,

𝑃𝑚 =
𝑚∑︁
𝑗=0

𝑝𝑚,𝑗𝑇
𝑗,

где символы ̃︀𝑝𝑚,𝑗(𝑛,𝑡) зависят от 𝑛 и 𝑡, но не от 𝑧. Коэффициенты 𝑝𝑚,𝑗 этого полинома

определяются (по аналогии со стандартной процедурой одевания Захарова–Шабата,

[87]) равенством

( ̃︀𝐾(𝑛,𝑡,𝑧)𝑧𝑚)+ =
(︀
(𝑃𝑚𝐾)(𝑛,𝑡,𝑧)

)︀
+
,

где + означает полиномиальную по 𝑧 часть символа операторов.

При подстановке (1.6.2), где теперь коэффициенты 𝑘𝑗 зависят от 𝑡𝑛, в (1.6.3.1)

мы получаем рекурсионные соотношения для коэффициентов в (1.6.3.1):

𝑘𝑚−𝑚′ =
𝑚∑︁

𝑖=𝑚′

𝑝𝑚,𝑖𝑘
(1×𝑖)
𝑖−𝑚′ ,
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где 𝑘(1×𝑖)𝑚 (𝑛1,𝑛2,𝑛3,𝑡) = 𝑘𝑚(𝑛1 + 𝑖,𝑛2,𝑛3,𝑡) в соответствии с (1.6.1). В частности,

𝑝𝑚,𝑚(𝑡,𝑛,𝑧) ≡ 1

и для трех младших симметрий мы имеем явно:

𝑃1 = 𝑇 + 𝑘1 − 𝑘
(1)
1 ≡ 𝑇 + 𝑢− 𝑢(1),

𝑃2 = 𝑇 2 + (𝑘1 − 𝑘
(11)
1 )𝑇 + 𝑘2 − 𝑘

(11)
2 − (𝑘1 − 𝑘

(11)
1 )𝑘

(1)
1 ,

𝑃3 = 𝑇 3 + (𝑘1 − 𝑘
(111)
1 )𝑇 2 + (𝑘2 − 𝑘

(111)
2 − (𝑘1 − 𝑘

(111)
1 )𝑘

(11)
1 )𝑇+

+ 𝑘3 − 𝑘
(111)
3 − (𝑘2 − 𝑘

(111)
2 − (𝑘1 − 𝑘

(111)
1 )𝑘

(11)
1 )𝑘

(1)
1 + (𝑘

(111)
1 − 𝑘1)𝑘

(11)
2 ,

где для верхних индексов в скобках использовано обозначение из (1.6.1), (1.6.1).

Заметим, что действие первой симметрии на оператор одевания дается в терми

нах зависимой переменной 𝑢 уравнения HDE (1.6.2):

𝐾𝑡1 = (𝐾(1) −𝐾)𝑇 + (𝑢− 𝑢(1))𝐾,

но действие этой симметрии на само 𝑢 = 𝑘1 включает в себя 𝑘2. Действительно, по

(1.6.2) 1/𝑧-член в (1.6.3.1) дает

𝑢𝑡1 = 𝑘
(1)
2 − 𝑘2 − (𝑢(1) − 𝑢)𝑢.

𝑘2,𝑡1 = 𝑘
(1)
3 − 𝑘3 − (𝑢(1) − 𝑢)𝑘2,

и так далее. Коэффициент 𝑘2 в (1.6.2) дается по (1.6.2), (1.6.2), так что действие этой

симметрии на 𝑢 нелокально.

Коэффициенты полиномов (1.6.3.1)–(1.6.3.1) принимают намного более простую

форму, если их выразить в терминах 𝑢 и его производных по 𝑡𝑚. Так, для второй

симметрии, т.е. (1.6.3.1) при 𝑚 = 2, мы получаем по (1.6.3.1) и 𝑡1-производной (1.6.3.1):

𝐾𝑡2 − 𝐾𝑡1𝑡1 = (𝑃2 − 𝑃 2
1 − 𝑃1,𝑡1

)𝐾 + 2𝐾𝑡1𝑇 . Но благодаря (1.6.3.1) и (1.6.3.1), (1.6.3.1)

имеем: 𝑃2 − 𝑃 2
1 − 𝑃1,𝑡1

= −2𝑢𝑡1 , так что

𝐾𝑡2 −𝐾𝑡1𝑡1 − 2𝐾𝑡1𝑇 = −2𝑢𝑡1𝐾.

Далее, в силу (1.6.3.1) можно вывести, что

𝐾𝑡3 −𝐾𝑡1𝑡1𝑡1 = (𝑃3 − 𝑃 3
1 − 2𝑃1,𝑡1𝑃1 − 𝑃1𝑃1,𝑡1 − 𝑃1,𝑡1𝑡1)𝐾+

+ 3(𝑃1𝐾)𝑡1𝑇.
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Для упрощения правой части мы используем (1.6.3.1) и (1.6.3.1), что позволяет полу

чить

𝑘2 − 𝑘
(111)
2 − (𝑘1 − 𝑘

(111)
1 )𝑘

(11)
1 = −(𝑢+ 𝑢(1) + 𝑢(11))𝑡1+

+ (𝑢(11) − 𝑢(1))2 + (𝑢(1) − 𝑢)(𝑢(11) − 𝑢),

𝑘
(111)
3 − 𝑘3 = (𝑘2 + 𝑘

(1)
2 + 𝑘

(11)
2 )𝑡1+

+ (𝑢(1) − 𝑢)𝑘2 + (𝑢(11) − 𝑢(1))𝑘
(1)
2 + (𝑢(111) − 𝑢(11))𝑘

(11)
2 ,

и что дает окончательно

𝑃3 − 𝑃 3
1 − 2𝑃1,𝑡1𝑃1 − 𝑃1𝑃1,𝑡1 − 𝑃1,𝑡1𝑡1 = −3𝑢𝑡1𝑇 − 3

2
𝑢𝑡1𝑡1 −

3

2
𝑢𝑡2 .

Понятно, что таким же образом могут быть рассмотрены симметрии, отвеча

ющие высшим временам 𝑡𝑚. Специфическое свойство всех этих симметрий – анали

тичность (полиномиальность) оператора 𝑊 , что позволило записать уравнение (1.6.3)

в виде (1.6.3.1) и контролировать асимптотическое поведение символа оператора 𝑃𝑚

посредством (1.6.3.1).

1.6.3.2 Сингулярные симметрии

Здесь мы рассматриваем симметрии, заданные операторами 𝑊 с символами

𝑤(𝑧), являющимися мероморфными функциями 𝑧. Произвольные симметрии такого ти

па требуют рассмотрения, основанного на объекте более общем, чем решения Йоста

– так называемой функции Коши–Йоста, см. ([88]), ([89]). Поэтому здесь мы рассмат

риваем только простейшие примеры таких симметрий: т.е те, где 𝑊 выбирается как

один из операторов (𝑇 + 𝑎1𝑗)
−1, см. обозначение (1.6.1) (в частности, 𝑎11 = 0). Введем

зависимость оператора 𝐵 от набора 𝑡− = {𝑡−1, 𝑡−2, 𝑡−3} трех непрерывных параметров
посредством соотношений (ср. (1.6.3))

𝐵𝑡−𝑗
(𝑛,𝑡−) = [(𝑇 + 𝑎1𝑗)

−1,𝐵(𝑛,𝑡−)], 𝑗 = 1,2,3.

Тогда (1.6.3) дает 𝜕𝐾𝑡−𝑗
+ 𝐾𝐵(𝑇 + 𝑎1𝑗)

−1 = 𝐾𝑡−𝑗
𝐵 + 𝐾(𝑇 + 𝑎1𝑗)

−1𝐵. Умножая это

уравнение справа на (𝑇 + 𝑎1𝑗), получаем

𝜕
(︀
𝐾𝑡−𝑗

(𝑇 + 𝑎1𝑗) +𝐾
)︀

=
(︀
𝐾𝑡−𝑗

(𝑇 + 𝑎1𝑗) +𝐾
)︀
𝐵(−𝑗),

где 𝐵(−𝑗) = (𝑇 + 𝑎1𝑗)
−1𝐵(𝑇 + 𝑎1𝑗), ср. (1.6.2), т.е.̃︀𝐵(−𝑗)(𝑛1,𝑛2,𝑛3,𝑡−1,𝑧) = ̃︀𝐵(𝑛1,𝑛2,𝑛3,𝑡−1,𝑧)

⃒⃒
𝑛𝑗→𝑛𝑗−1

, 𝑗 = 1,2,3.
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Принимая теперь во внимание (1.6.2), видим, что существуют операторы 𝑉𝑗, такие что

𝐾𝑡−𝑗
(𝑛,𝑡−)(𝑇 + 𝑎1𝑗) +𝐾(𝑛,𝑡−) = 𝑉𝑗(𝑛,𝑡−)𝐾(−𝑗)(𝑛,𝑡−).

В терминах символов операторов это уравнение имеет вид

(𝑧 + 𝑎1𝑗) ̃︀𝐾𝑡−𝑗
(𝑛,𝑡−,𝑧) + ̃︀𝐾(𝑛,𝑡−,𝑧) = (̃︂𝑉𝑗𝐾)(−𝑗)(𝑛,𝑡−,𝑧),

а благодаря асимптотическому условию в (1.6.2) символы операторов 𝑉𝑗 не зависят от 𝑧,

так что (̃︂𝑉𝑗𝐾)(−𝑗)(𝑛,𝑡−,𝑧) = ̃︀𝑉𝑗(𝑛,𝑡−) ̃︀𝐾(−𝑗)(𝑛,𝑡−,𝑧). Несмотря на сингулярное поведение

символов операторов (𝑇 + 𝑎1𝑗)
−1, мы не интересуемся здесь преобразованиями, изме

няющими спектр лаксова оператора, так что оператор одевания 𝐾 и его производные

𝐾𝑡−𝑗
не имеют полюсных особенностей по 𝑧. Поэтому, полагая в предыдущем равенстве

𝑧 = 𝑎𝑗1, мы получаем для символов операторов 𝑉𝑗 выражения:

̃︀𝑉𝑗(𝑛,𝑡−) =
̃︀𝐾(𝑛,𝑡−,𝑎𝑗1)̃︀𝐾(−𝑗)(𝑛,𝑡−,𝑎𝑗1)

.

Это соотношение нелокально в терминах коэффициентов 𝑘𝑗 разложения (1.6.2). С дру

гой стороны, действие этой симметрии на эти коэффициенты легко дается посредством

(1.6.3.2). Скажем, благодаря (1.6.2)

𝑢𝑡−𝑗
= 𝑉𝑗 − 1.

Таким же способом могут быть введены другие “сингулярные” симметрии и выведено

их действие на оператор одевания и решение HDE.

1.6.3.3 Формулировка в терминах решений Йоста

Для упрощения предыдущих формул мы переопределим решения Йоста (ср.

(1.6.2)) как

𝜙(𝑛,𝑡,𝑡−,𝑧) = 𝑧𝑛1(𝑧 + 𝑎12)
𝑛2(𝑧 + 𝑎13)

𝑛3×

× 𝑒𝑡1𝑧+𝑡2𝑧2+𝑡3𝑧3+𝑡−1𝑧−1+𝑡−2(𝑧+𝑎12)−1+𝑡−3(𝑧+𝑎13)−1 ̃︀𝐾(𝑛,𝑡,𝑡−,𝑧).

При этом мы не меняем равенства (1.6.2)–(1.6.2), а предыдущие результаты принимают

следующий вид. Вместо (1.6.3.1) мы получаем

𝜙𝑡1 = 𝜙(1) + (𝑢− 𝑢(1))𝜙.

74



Далее, по (1.6.3.1) при 𝑛 = 2 и (1.6.3.1) мы редуцируем (1.6.3.1) к

𝜙𝑡2 = 𝜙(11) + (𝑢− 𝑢(11))𝜙(1) + (𝑘2 − 𝑘
(11)
2 − (𝑢− 𝑢(11))𝑢(1))𝜙,

где коэффициент 𝑘2 должен быть определен по (1.6.2). Таким образом, в смысле пере

менных HDE 𝑛1, 𝑛2 и 𝑛3 эта симметрия нелокальна. С другой стороны, принимая во

внимание зависимость от 𝑡1, мы выводим по (1.6.3.1), что 𝑘2−𝑘
(11)
2 = −𝑢𝑡1 −𝑢

(1)
𝑡1 −(𝑢(1)−

𝑢)𝑢− (𝑢(11) − 𝑢(1))𝑢(1), так что (1.6.3.3) принимает вид

𝜙𝑡2 = 𝜙(11) + (𝑢− 𝑢(11))𝜙(1) +
(︀
(𝑢(1) − 𝑢)2 − 𝑢𝑡1 − 𝑢

(1)
𝑡1

)︀
𝜙.

Наконец, в силу (1.6.3.3) сведем это уравнение к более простому и знакомому виду:

𝜙𝑡2 = 𝜙𝑡1𝑡1 − 2𝑢𝑡1𝜙.

Аналогично, действие симметрии (1.6.3.1) в терминах сдвигов дискретных перемен

ных дается выражением, содержащим 𝑘3. Но в терминах производных по 𝑡1 уравнение

(1.6.3.1) сводится к

𝜙𝑡3 = 𝜙𝑡1𝑡1𝑡1 − 3𝑢𝑡1𝜙𝑡1 −
3

2
𝑢𝑡1𝑡1𝜙− 3

2
𝑢𝑡2𝜙

в силу (1.6.3.1). Необходимо отметить, что непосредственная проверка того, что приве

денные выше соотношения дают симметрии HDE требует привлечения равенств (1.6.2),

(1.6.2)–(1.6.2) и (1.6.3.1), (1.6.3.1), (и некоторых их следствий) и весьма трудоемка. При

нашем подходе коммутативность этих симметрий с эволюцией HDE следует из простых

соотношений линейного случая.

Заметим также, что при подстановке (1.6.3.3) симметрия (1.6.3.2) сводится к

𝜙𝑡−𝑗
= 𝑉𝑗𝜙

(−𝑗),

где 𝑉𝑗 = 1+𝑢𝑡−𝑗
by (1.6.3.2). Совместность этой симметрии с парой Лакса (1.6.2) и (1.6.2)

следует по (1.6.3.2), (1.6.3.2), если принять во внимание, что в силу (1.6.2) и (1.6.2)

𝑎1𝑗
̃︂𝐾(𝑗)(𝑛,𝑡,𝑡−,0) =

[︀
𝑢(𝑗) − 𝑢(1) + 𝑎1𝑗

]︀ ̃︀𝐾(𝑛,𝑡,𝑡−,0), 𝑗 = 1,2,3.
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1.7 Токовое представление для дубля супер-янгиана 𝐷𝑌 (gl(𝑚|𝑛)) и векторы

Бете

1.7.1 Введение

Проблема вычисления формфакторов и корреляционных функций в квантовых

интегрируемых моделях является одной из важнейших в области точно решаемых мо

делей статистической физики и малоразмерной квантовой механики. Начиная с самых

ранних лет развития Квантового Метода Обратной Задачи (КМОЗ) [92, 93], в этом

направлении было получено множество результатов. Одним из наиболее значимых ре

зультатов для моделей, связанных с различными деформациями аффинной алгебры̂︀gl(2), является детерминантное представление для частного случая скалярного произве

дения, в котором один из векторов является собственным вектором трансфер-матрицы

[94]. Этот результат позволяет вплотную перейти к проблеме вычисления корреляци

онных функций [95] локальных операторов в интегрируемых моделях (см. обзорную

статью [96] и ссылки там же).

Одним из важнейших понятий КМОЗ является вектор Бете. В моделях, связан

ных с алгеброй ̂︀gl(2), вектор Бете является мономом от правого верхнего элемента мат

рицы монодромии (оператора рождения), действующим на вектор псевдо-вакуума. Он

зависит от набора комплексных переменных, которые называются параметрами Бете.

Отличительной особенностью этих векторов является то, что они становятся собствен

ными векторами трансфер-матрицы при условии, что параметры Бете удовлетворяют

специальной системе уравнений (уравнения Бете). В этом случае мы будем называть их

on-shell векторы Бете. В противном случае, если параметры Бете являются комплекс

ными числами в общем положении, соответствующие векторы называются off-shell век

торы Бете, или просто векторы Бете. В данной работе мы имеем дело с универсальной

матрицей монодромии. Это означает, что она зависит только от генераторов алгебры,

лежащей в основе модели. Соответствующие векторы Бете называются универсальны

ми векторами Бете.

Основной темой нашего исследования является изучение векторов Бете, постро

енных из генераторов дубля янгиана 𝐷𝑌 (gl(𝑚|𝑛)). Наша первая цель состоит в том,

чтобы найти для них явные формулы. Вторая цель заключается в получении формул

действия матричных элементов матрицы монодромии на off-shell векторы Бете. Дости

жение этих двух целей позволяет ставить задачу о вычислении скалярных произведе

ний векторов Бете, которые, в свою очередь, необходимы для изучения формфакторов

и корреляционных функций в интегрируемых моделях с суперсимметрией gl(𝑚|𝑛) .
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Для моделей, связанных с симметриями высокого ранга, КМОЗ основан на так

называемом иерархическом анзаце Бете, который был разработан в пионерских работах

[97, 98, 99]. В этих работах была предложена рекурсивная процедура, которая позво

ляет строить векторы Бете, отвечающие алгебре ̂︀gl(𝑁), по известным векторам Бете,

отвечающим алгебре ̂︀gl(𝑁−1). С формальной точки зрения этот метод позволяет полу

чить явные формулы для векторов Бете в терминах некоторых многочленов от операто

ров рождения (верхнетреугольных элементов матрицы монодромии), действующих на

псевдо-вакуумный вектор. Однако эта процедура является довольно громоздкой, поэто

му в указанных выше ранних работах таких явных представлений получено не было, за

исключением графических представлений, найденных Н. Решетихиным в работе [100]

для моделей с алгеброй ̂︀gl(3). С помощью этой диаграммной техники была получена

формула для скалярного произведения off-shell векторов Бете в терминах сумм по раз

биениям наборов параметров Бете (формула сумм).

В работах [101, 102] векторы Бете интегрируемых моделей, связанных с дефор

мированными алгебрами ̂︀gl(𝑁), были представлены в виде следов произведений матриц

монодромии, R-матриц и некоторых проекций. Эти результаты были обобщены на слу

чай суперсимметричных алгебр в работе [103]. Данный подход позволяет в некоторых

случаях вычислить нормы иерархических векторов Бете, но не их скалярные произве

дения.

Альтернативный подход к построению векторов Бете был предложен в работе

[104]. В рамках этого метода исследуется связь между двумя различными реализация

ми квантовой алгебры Хопфа 𝑈𝑞(̂︀gl(𝑁)), связанной с аффинной алгеброй ̂︀gl(𝑁): первая

реализация осуществляется в терминах универсальной матрицы монодромии T(𝑧) и

RTT-коммутационных соотношений, а вторая — в терминах полных токов, которые

определяются с помощью гауссового разложения матрицы монодромии. В дальнейшем,

в статье [105] было показано, что два различных типа формул для универсальных off

shell векторов Бете (построенных из матрицы монодромии) отвечают двум различным

токовым реализациям квантовой аффинной алгебры 𝑈𝑞(̂︀gl(𝑁)) и связанных с ними про

екциями.

Помимо этого, подход, который использует генераторы токов деформированной

алгебры токов, позволяет вычислить действие матричных элементов матрицы монодро

мии на универсальные векторы Бете. Эти формулы действия оказались очень полезны

ми для вычисления формфакторов в различных квантовых интегрируемых моделях,

связанных с рациональными и тригонометрическими деформациями аффинной алгеб

ры ̂︀gl(3) [106, 107, 108]. В последнее время аналогичные результаты были получены
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для моделей с супералгебрами ̂︀gl(1|2) и ̂︀gl(2|1) [109, 110]. В этих работах существен

ным образом использовались явные формулы для векторов Бете и формулы действия

[111, 112].

Мы используем подход работы [104]. В рамках этого метода универсальный off

shell вектор Бете определяется как проекция произведения полных токов, примененных

к псевдо-вакуумному вектору. Хотелось бы отметить, что мы получаем явные форму

лы для универсальных векторов Бете в терминах токовых генераторов дубля янгиана

𝐷𝑌 (gl(𝑚|𝑛)) для двух различных гауссовых разложений универсальной матрицы моно

дромии и двух различных токовых реализаций этой алгебры. Эти различные гауссовы

разложения соответствуют вложениям либо 𝐷𝑌 (gl(𝑚 − 1|𝑛)), либо 𝐷𝑌 (gl(𝑚|𝑛 − 1))

в 𝐷𝑌 (gl(𝑚|𝑛)). На языке RTT-соотношения это отвечает вложениям либо в верхний

левый, либо в нижний правый угол универсальной матрицы монодромии. Используя

первый или второй тип этих вложений, мы получаем два различных представления

для векторов Бете, которые мы обозначим соответственно через B(𝑡) и B̂(𝑡), где 𝑡 — это

набор параметров Бете. Мы доказываем, что эти два представления эквивалентны, то

есть B(𝑡) = B̂(𝑡).

1.7.2 Универсальная матрица монодромии

Мы используем следующий подход. Мы не рассматриваем какие-либо конкрет

ные суперсимметричные точно решаемые модели, определяемые конкретной матрицей

монодромии T(𝑧), удовлетворяющей стандартному RTT-соотношению. Вместо этого мы

трактуем T-оператор как универсальную матрицу монодромии, матричные элементы

которой являются производящими рядами для полного набора генераторов в дубле

янгиана 𝐷𝑌 (gl(𝑚|𝑛)), действующими в общем пространстве представлений этой ал

гебры, которая является рациональной деформацией аффинной алгебры ̂︀gl(𝑚|𝑛). Эти

представления не конкретизированы, за исключением требования существование ле

вого и правого псевдо-вакуумных векторов, что обеспечивает применимость алгебра

ического анзаца Бете. Для построения векторов Бете мы будем использовать толь

ко один T-оператор T+(𝑧) из пары {T+(𝑧),T−(𝑧)}, которые порождают всю алгеб

ру 𝐷𝑌 (gl(𝑚|𝑛)). Собственные значения 𝜆𝑖(𝑧) диагональных матричных элементов на

псевдо-вакуумном векторе являются свободными функциональными параметрами, ко

торые, при необходимости могут быть положены равными нулю.

Прежде всего мы дадим определение Z2-градуированных линейных пространств

и правил их умножения, а также опишем матрицы, действующие в этих пространствах.
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1.7.2.1 Z2-градуированное линейное пространство и обозначения

Пусть C𝑚|𝑛 есть Z2-градуированное пространство с базисом e𝑖, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚+ 𝑛.

Будем предполагать, что базисные векторы {e1,e2, . . . , e𝑚} являются четными, а векто
ры {e𝑚+1,e𝑚+2, . . . , e𝑚+𝑛} — нечетными. Введем Z2-градуировку индексов

[𝑖] = 0 при 𝑖 = 1,2, . . . ,𝑚 и [𝑖] = 1 при 𝑖 = 𝑚+ 1,𝑚+ 2, . . . ,𝑚+ 𝑛.

Пусть E𝑖𝑗 ∈ End(C𝑚|𝑛) есть матрица с единственным ненулевым элементом,

равным 1, который находится на пересечении 𝑖-ой строки и 𝑗-ого столбца.

Базисные векторы e𝑖 и матрицы E𝑖𝑗 имеют градуировку

[e𝑖] = [𝑖], [E𝑖𝑗] = [𝑖] + [𝑗] mod 2.

Тензорное произведение также градуировано в соответствии с правилом

(E𝑖𝑗 ⊗ E𝑘𝑙) · (E𝑝𝑞 ⊗ E𝑟𝑠) = (−)([𝑘]+[𝑙])([𝑝]+[𝑞])E𝑖𝑗E𝑝𝑞 ⊗ E𝑘𝑙E𝑟𝑠 .

Пусть P — градуированный оператор перестановки, действующий в тензорном

произведении C𝑚|𝑛 ⊗ C𝑚|𝑛 следующим образом

P =
𝑚+𝑛∑︁
𝑎,𝑏

(−)[𝑏] E𝑎𝑏 ⊗ E𝑏𝑎.

Пусть

𝑔(𝑢,𝑣) =
𝑐

𝑢− 𝑣

есть рациональная функция спектральных параметров 𝑢 и 𝑣, а 𝑐 — параметр дефор

мации. С помощью переопределения спектральных параметров мы всегда можем поло

жить 𝑐 = 1, однако мы сохраним его для удобства в дальнейшем.

Определим R(𝑢,𝑣) ∈ End(C𝑚|𝑛 ⊗ C𝑚|𝑛) как рациональную суперсимметричную

R-матрицу, ассоциированную с векторным представлением gl(𝑚|𝑛),

R(𝑢,𝑣) = I⊗ I + 𝑔(𝑢,𝑣)P,

где мы ввели единичную матрицу в пространстве C𝑚|𝑛

I =
𝑚+𝑛∑︁
𝑖=1

E𝑖𝑖.
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1.7.2.2 Соотношения для универсальной матрицы монодромии

Супералгебра 𝐷𝑌 (gl(𝑚|𝑛)) является градуированной ассоциативной алгеброй с

единицей 1, порожденной модами T-оператора: T𝑖,𝑗(ℓ), ℓ ∈ Z, 1 6 𝑖,𝑗 6 𝑁 + 1

T±(𝑢) = I⊗ 1 +
∑︁
ℓ>0
ℓ<0

𝑁+1∑︁
𝑖,𝑗=1

E𝑖𝑗 ⊗ T𝑖,𝑗(ℓ)𝑢
−ℓ−1,

где ℓ > 0 (соответственно, ℓ < 0) относится к индексу ‘+’ (соответственно, к индексу

‘−’) операторов T±(𝑢), и 𝑁 = 𝑚+𝑛− 1 является числом простых корней супералгебры

gl(𝑚|𝑛). Элементы матрицы монодромии T±𝑖,𝑗(𝑢) удовлетворяют соотношению

R(𝑢,𝑣) · (T𝜇(𝑢) ⊗ I) · (I⊗ T𝜈(𝑣)) = (I⊗ T𝜈(𝑣)) · (T𝜇(𝑢) ⊗ I) · R(𝑢,𝑣),

где 𝜇,𝜈 = ±. Для того, чтобы матрица монодромии1 T(𝑢) была глобально четной, мы

фиксируем градуировку элементов матрицы монодромии следующим образом

[T𝑖,𝑗(𝑢)] = [𝑖] + [𝑗] mod 2.

Тензорное произведение матриц и генераторов алгебры также градуировано, то есть

(E𝑖𝑗 ⊗ T𝑖,𝑗(𝑢)) · (E𝑘𝑙 ⊗ T𝑘,𝑙(𝑣)) = (−)([𝑖]+[𝑗])([𝑘]+[𝑙])E𝑖𝑗E𝑘𝑙 ⊗ T𝑖,𝑗(𝑢)T𝑘,𝑙(𝑣).

Подалгебры, образованные модами T(ℓ)𝑖,𝑗 при ℓ > 0 и ℓ < 0 T-операторов T±(𝑢)

суть стандартные борелевские подалгебры 𝑈(b±) ⊂ 𝐷𝑌 (gl(𝑚|𝑛)). Эти борелевские по

далгебры являются подалгебрами Хопфа дубля янгиана 𝐷𝑌 (gl(𝑚|𝑛)). Их коалгебраи

ческая структура задается градуированным копроизведением

∆
(︀
T±𝑖,𝑗(𝑢)

)︀
=

𝑛+𝑚∑︁
𝑘=1

(−)([𝑖]+[𝑘])([𝑘]+[𝑗])T±𝑘,𝑗(𝑢) ⊗ T±𝑖,𝑘(𝑢) .

Благодаря коммутационным соотношениям (1.7.2.2) универсальная трансфер

матрица t(𝑢), определенная как суперслед универсальной матрицы монодромии T+(𝑢)

t(𝑢) = str
(︀
T+(𝑢)

)︀
≡

𝑛+𝑚∑︁
𝑖=1

(−)[𝑖]T+
𝑖,𝑖(𝑢),

коммутирует при произвольных значениях спектральных параметров

[t(𝑢),t(𝑣)] = 0.

1Мы используем символ T(𝑢) для обозначения матриц T+(𝑢) или T−(𝑢) в том случае, когда они

обладают одинаковыми свойствами.
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Таким образом, ее можно рассматривать в качестве производящей функции для ком

мутирующих интегралов движения в соответствующей суперсимметричной квантовой

интегрируемой модели.

Все коммутационные соотношения (1.7.2.2) можно переписать в следующем ви

де

[T𝜇
𝑖,𝑗(𝑢),T𝜈

𝑘,𝑙(𝑣)} ≡ T𝜇
𝑖,𝑗(𝑢)T𝜈

𝑘,𝑙(𝑣) − (−)([𝑖]+[𝑗])([𝑘]+[𝑙])T𝜈
𝑘,𝑙(𝑣)T𝜇

𝑖,𝑗(𝑢)

= (−)[𝑖]([𝑘]+[𝑙])+[𝑘][𝑙]𝑔(𝑢,𝑣)
(︁

T𝜈
𝑘,𝑗(𝑣)T𝜇

𝑖,𝑙(𝑢) − T𝜇
𝑘,𝑗(𝑢)T𝜈

𝑖,𝑙(𝑣)
)︁
.

Если в формуле (1.7.2.2) сделать замену индексов и спектральных параметров: 𝑖 ↔ 𝑘,

𝑗 ↔ 𝑙 и 𝑢↔ 𝑣, то мы получим эквивалентное соотношение

[T𝜇
𝑖,𝑗(𝑢),T𝜈

𝑘,𝑙(𝑣)} = T𝜇
𝑖,𝑗(𝑢)T𝜈

𝑘,𝑙(𝑣) − (−)([𝑖]+[𝑗])([𝑘]+[𝑙])T𝜈
𝑘,𝑙(𝑣)T𝜇

𝑖,𝑗(𝑢)

= (−)[𝑙]([𝑖]+[𝑗])+[𝑖][𝑗]𝑔(𝑢,𝑣)
(︁

T𝜇
𝑖,𝑙(𝑢)T𝜈

𝑘,𝑗(𝑣) − T𝜈
𝑖,𝑙(𝑣)T𝜇

𝑘,𝑗(𝑢)
)︁
,

где 𝜇,𝜈 = ±.

Отметим, что согласно коммутационным соотношениям (1.7.2.2) и (1.7.2.2) нечет

ные матричные элементы матрицы монодромии не коммутируют, в отличие от четных

элементов

T𝜇
𝑖,𝑗(𝑢)T𝜈

𝑖,𝑗(𝑣) =
ℎ[𝑖](𝑣,𝑢)

ℎ[𝑗](𝑣,𝑢)
T𝜈

𝑖,𝑗(𝑣)T𝜇
𝑖,𝑗(𝑢) .

Здесь и далее мы будем использовать градуированные рациональные функции1

𝑓[𝑖](𝑢,𝑣) = 1 + 𝑔[𝑖](𝑢,𝑣) = 1 +
𝑐[𝑖]
𝑢− 𝑣

=
𝑢− 𝑣 + 𝑐[𝑖]
𝑢− 𝑣

, ℎ[𝑖](𝑢,𝑣) =
𝑓[𝑖](𝑢,𝑣)

𝑔[𝑖](𝑢,𝑣)
.

и2

𝑐[𝑖] = (−)[𝑖]𝑐 .

В дальнейшем мы будем пользоваться следующей комбинацией символа Кроне

кера

𝜖𝑖,𝑗 = 1 − 𝛿𝑖,𝑗 ,

которая равна нулю при 𝑖 = 𝑗 и равна 1 в противном случае.

1Мы также сохраним обычные обозначения 𝑓(𝑢,𝑣) = 𝑢−𝑣+𝑐
𝑢−𝑣 и ℎ(𝑢,𝑣) = 𝑢−𝑣+𝑐

𝑐 и время от времени

будем ими пользоваться.
2Введение данного градуированного параметра деформации позволяет записать многие соотноше

ния систематическим образом, и именно это является той причиной, по которой мы не положили

параметр деформации 𝑐 равным 1.
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1.7.2.3 Морфизм в 𝐷𝑌 (gl(𝑚|𝑛)), сингулярные векторы и гауссово разложение

Поскольку R-матрица (1.7.2.1) и универсальная матрица монодромии (1.7.2.2)

являются глобально четными, мы можем легко проверить, что отображение1

Ψ : T±𝑖𝑗(𝑢) → (−)[𝑖]([𝑗]+1)T∓𝑗𝑖(𝑢)

задает антиморфизмом дубля янгиана 𝐷𝑌 (gl(𝑚|𝑛)), который является супер- (или гра

дуированным) транспонированием, согласованным с определением суперследа. Это отоб

ражение обладает свойством

Ψ(𝐴 ·𝐵) = (−)[𝐴][𝐵]Ψ(𝐵) · Ψ(𝐴)

для произвольных элементов 𝐴,𝐵 ∈ 𝐷𝑌 (gl(𝑚|𝑛)) и будет использоваться, чтобы связать

правые и левые состояния или, что эквивалентно, векторы Бете и дуальные к ним

векторы.

Пусть |0⟩ и ⟨0| — суть векторы, удовлетворяющие следующим условиям:

T±𝑖,𝑗(𝑢)|0⟩ = 0 , 𝑖 > 𝑗 , T±𝑖,𝑖(𝑢)|0⟩ = 𝜆±𝑖 (𝑢)|0⟩ , 𝑖 = 1, . . . ,𝑁 + 1

и

⟨0|T±𝑖,𝑗(𝑢) = 0 , 𝑖 < 𝑗 , ⟨0|T±𝑖,𝑖(𝑢) = 𝜆±𝑖 (𝑢)⟨0| , 𝑖 = 1, . . . ,𝑁 + 1 ,

где в формуле (1.7.2.3) элементы матрицы монодромии действуют направо, в то время

как в формуле (1.7.2.3) они действуют налево. Такие векторы, если они существуют,

называются сингулярными векторами. Если векторы псевдо-вакуума |0⟩ и ⟨0| принадле
жат конечномерным представлениям дубля янгиана 𝐷𝑌 (gl(𝑚|𝑛)), тогда функции 𝜆±𝑖 (𝑢)

являются совпадающими рациональными функциями спектрального параметра [113],

разложенные в разных областях: функция 𝜆+𝑖 (𝑢) является рядом по 𝑢−1, а та же самая

функция 𝜆−𝑖 (𝑢) — рядом по 𝑢. В дальнейшем мы будем использовать одно обозначение

𝜆𝑖(𝑢) для функций 𝜆±𝑖 (𝑢).

Для T-операторов, зафиксированных соотношениями (1.7.2.2), существует две

возможности ввести гауссовы координаты. Первая возможность состоит в том, что мы

1Мы сохранили индексы ± для того, чтобы сделать антиморфизм согласованным с центрально

расширенным дублем янгиана.
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вводим F±𝑗,𝑖(𝑢), E±𝑖,𝑗(𝑢), 1 6 𝑖 < 𝑗 6 𝑁 + 1 и 𝑘±ℓ (𝑢), ℓ = 1, . . . ,𝑁 + 1, так что

T±𝑖,𝑗(𝑢) = F±𝑗,𝑖(𝑢)𝑘±𝑖 (𝑢) +
∑︁
16ℓ<𝑖

F±𝑗,ℓ(𝑢)𝑘±ℓ (𝑢)E±ℓ,𝑖(𝑢),

T±𝑖,𝑖(𝑢) = 𝑘±𝑖 (𝑢) +
∑︁
16ℓ<𝑖

F±𝑖,ℓ(𝑢)𝑘±ℓ (𝑢)E±ℓ,𝑖(𝑢),

T±𝑗,𝑖(𝑢) = 𝑘±𝑖 (𝑢)E±𝑖,𝑗(𝑢) +
∑︁
16ℓ<𝑖

F±𝑖,ℓ(𝑢)𝑘±ℓ (𝑢)E±ℓ,𝑗(𝑢) .

Во втором случае мы вводим F̂±𝑗,𝑖(𝑢), Ê±𝑖,𝑗(𝑢), 1 6 𝑖 < 𝑗 6 𝑁 + 1 и 𝑘±ℓ (𝑢), ℓ = 1, . . . ,𝑁 + 1,

так что

T±𝑖,𝑗(𝑢) = F̂±𝑗,𝑖(𝑢)𝑘+𝑗 (𝑢) +
∑︁

𝑗<ℓ6𝑁+1

(−)([ℓ]+[𝑖])([ℓ]+[𝑗])F̂±ℓ,𝑖(𝑢)𝑘±ℓ (𝑢)Ê±𝑗,ℓ(𝑢),

T±𝑗,𝑗(𝑢) = 𝑘±𝑗 (𝑢) +
∑︁

𝑗<ℓ6𝑁+1

(−)([ℓ]+[𝑗])F̂±ℓ,𝑗(𝑢)𝑘±ℓ (𝑢)Ê±𝑗,ℓ(𝑢),

T±𝑗,𝑖(𝑢) = 𝑘±𝑗 (𝑢)Ê±𝑖,𝑗(𝑢) +
∑︁

𝑗<ℓ6𝑁+1

(−)([ℓ]+[𝑖])([ℓ]+[𝑗])F̂±ℓ,𝑗(𝑢)𝑘±ℓ (𝑢)Ê±𝑖,ℓ(𝑢).

Можно проверить, что из антиморфизма (1.7.2.3) и гауссова разложения (1.7.2.3)–

(1.7.2.3) вытекают следующие соотношения для гауссовых координат

Ψ
(︀
F±𝑗,𝑖(𝑢)

)︀
= (−)[𝑖]([𝑗]+1)E∓𝑖,𝑗(𝑢) , Ψ

(︀
E±𝑖,𝑗(𝑢)

)︀
= (−)[𝑗]([𝑖]+1)F∓𝑗,𝑖(𝑢) , Ψ

(︀
𝑘±ℓ (𝑢)

)︀
= 𝑘∓ℓ (𝑢) .

Аналогично,

Ψ
(︁

F̂±𝑗,𝑖(𝑢)
)︁

= (−)[𝑖]([𝑗]+1)Ê∓𝑖,𝑗(𝑢) , Ψ
(︁

Ê±𝑖,𝑗(𝑢)
)︁

= (−)[𝑗]([𝑖]+1)F̂∓𝑗,𝑖(𝑢) , Ψ
(︁
𝑘±ℓ (𝑢)

)︁
= 𝑘∓ℓ (𝑢) .

Из формул гауссова разложения также следует

E±𝑖,𝑗(𝑢)|0⟩ = Ê±𝑖,𝑗(𝑢)|0⟩ = 0 , 𝑖 < 𝑗 , 𝑘±ℓ (𝑢)|0⟩ = 𝑘±ℓ (𝑢)|0⟩ = 𝜆±ℓ (𝑢)|0⟩ ,

и

⟨0|F∓𝑗,𝑖(𝑢) = ⟨0|F̂∓𝑗,𝑖(𝑢) = 0 , 𝑖 < 𝑗 , ⟨0|𝑘∓ℓ (𝑢) = ⟨0|𝑘∓ℓ (𝑢) = 𝜆∓ℓ (𝑢)⟨0| .

1.7.2.4 Токовая реализация дубля янгиана 𝐷𝑌 (gl(𝑚|𝑛))

Пусть

𝐹𝑖(𝑢) = F+
𝑖+1,𝑖(𝑢) − F−𝑖+1,𝑖(𝑢) , 𝐸𝑖(𝑢) = E+

𝑖,𝑖+1(𝑢) − E−𝑖,𝑖+1(𝑢)
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суть полные токи [114]. Отметим, что согласно формулам (1.7.2.3) мы имеем

Ψ (𝐹𝑖(𝑢)) = −(−)[𝑖]([𝑖+1]+1)𝐸𝑖(𝑢) = −𝐸𝑖(𝑢) ,

Ψ (𝐸𝑖(𝑢)) = −(−)[𝑖+1]([𝑖]+1)𝐹𝑖(𝑢) = −(−)𝛿𝑖,𝑚𝐹𝑖(𝑢) , 𝑖 = 1, . . . ,𝑁.

Эти формулы доказывают, что градуированное транспонирование является идемпотен

том порядка 4, а его квадрат дает количество нечетных элементов.

С помощью непосредственных вычислений [115, 116] и гауссова разложения

(1.7.2.3)–(1.7.2.3), можно получить следующие нетривиальные коммутационные соотно

шения в терминах полных токов 𝐹𝑖(𝑡), 𝐸𝑖(𝑡) и картановских токов 𝑘
±
𝑖 (𝑡):

𝑘±𝑖 (𝑢)𝐹𝑖(𝑣)𝑘±𝑖 (𝑢)−1 = 𝑓[𝑖](𝑣,𝑢) 𝐹𝑖(𝑣),

𝑘±𝑖+1(𝑢)𝐹𝑖(𝑣)𝑘±𝑖+1(𝑢)−1 = 𝑓[𝑖+1](𝑢,𝑣) 𝐹𝑖(𝑣),

𝑘±𝑖 (𝑢)−1𝐸𝑖(𝑣)𝑘±𝑖 (𝑢) = 𝑓[𝑖](𝑣,𝑢) 𝐸𝑖(𝑣),

𝑘±𝑖+1(𝑢)−1𝐸𝑖(𝑣)𝑘±𝑖+1(𝑢) = 𝑓[𝑖+1](𝑢,𝑣) 𝐸𝑖(𝑣),

((𝑢− 𝑣)𝜖𝑖,𝑚 − 𝑐[𝑖]) 𝐹𝑖(𝑢)𝐹𝑖(𝑣) = ((𝑢− 𝑣)𝜖𝑖,𝑚 + 𝑐[𝑖]) 𝐹𝑖(𝑣)𝐹𝑖(𝑢),

((𝑢− 𝑣)𝜖𝑖,𝑚 + 𝑐[𝑖]) 𝐸𝑖(𝑢)𝐸𝑖(𝑣) = ((𝑢− 𝑣)𝜖𝑖,𝑚 − 𝑐[𝑖]) 𝐸𝑖(𝑣)𝐸𝑖(𝑢),

(𝑢− 𝑣) 𝐹𝑖(𝑢)𝐹𝑖+1(𝑣) = (𝑢− 𝑣 − 𝑐[𝑖+1]) 𝐹𝑖+1(𝑣)𝐹𝑖(𝑢),

(𝑢− 𝑣 − 𝑐[𝑖+1]) 𝐸𝑖(𝑢)𝐸𝑖+1(𝑣) = (𝑢− 𝑣) 𝐸𝑖+1(𝑣)𝐸𝑖(𝑢),

[𝐸𝑖(𝑢),𝐹𝑗(𝑣)} = 𝐸𝑖(𝑢)𝐹𝑗(𝑣) − (−)([𝑖]+[𝑖+1])([𝑗]+[𝑗+1])𝐹𝑗(𝑣)𝐸𝑖(𝑢) =

= 𝛿𝑖,𝑗𝑐[𝑖+1]𝛿(𝑢,𝑣)
(︁
𝑘−𝑖+1(𝑢) · 𝑘−𝑖 (𝑢)−1 − 𝑘+𝑖+1(𝑣) · 𝑘+𝑖 (𝑣)−1

)︁
,

где 𝛿(𝑢,𝑣) является рациональной 𝛿-функцией, заданной равенством (1.7.2.4). Эти вы

числения также приводят к соотношениям Серра. Для токов 𝐹𝑖(𝑢), 𝑖 = 1, . . . ,𝑁 , отвеча

ющих простым корням (простых токов), они имеют вид:

Sym𝑢1,𝑢2

(︁
((𝑢2 − 𝑢1)𝛿𝑖,𝑚 − 𝑐[𝑖+1])(𝐹𝑖(𝑢1)𝐹𝑖(𝑢2)𝐹𝑖+1(𝑣) −

− 2𝐹𝑖(𝑢1)𝐹𝑖+1(𝑣)𝐹𝑖(𝑢2) + 𝐹𝑖+1(𝑣)𝐹𝑖(𝑢1)𝐹𝑖(𝑢2))
)︁

= 0 ,

Sym𝑢1,𝑢2

(︁
((𝑢1 − 𝑢2)𝛿𝑖,𝑚 + 𝑐[𝑖])(𝐹𝑖(𝑢1)𝐹𝑖(𝑢2)𝐹𝑖−1(𝑣) −

− 2𝐹𝑖(𝑢1)𝐹𝑖−1(𝑣)𝐹𝑖(𝑢2) + 𝐹𝑖−1(𝑣)𝐹𝑖(𝑢1)𝐹𝑖(𝑢2))
)︁

= 0 ,
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Sym𝑢1,𝑢2

(︁
(𝑢1 − 𝑢2 + 𝑐)

[︀
𝐹𝑚(𝑢1)𝐹𝑚(𝑢2)𝐹𝑚−1(𝑣1)𝐹𝑚+1(𝑣2) −

− 2𝐹𝑚(𝑢1)𝐹𝑚−1(𝑣1)𝐹𝑚(𝑢2)𝐹𝑚+1(𝑣2)
]︀

+

+ 2𝑐 𝐹𝑚−1(𝑣1)𝐹𝑚(𝑢1)𝐹𝑚(𝑢2)𝐹𝑚+1(𝑣2) +

+ (𝑢2 − 𝑢1 + 𝑐)
[︀
𝐹𝑚−1(𝑣1)𝐹𝑚+1(𝑣2)𝐹𝑚(𝑢1)𝐹𝑚(𝑢2) −

− 2𝐹𝑚−1(𝑣1)𝐹𝑚(𝑢1)𝐹𝑚+1(𝑣2)𝐹𝑚(𝑢2)
]︀)︁

= 0 .

Применяя к этим соотношениям антиморфизм Ψ, мы получим аналогичные формулы

для токов 𝐸𝑖(𝑢), 𝑖 = 1, . . . ,𝑁 . Результат сводится к замене в формулах (1.7.2.4)–(1.7.2.4)

𝐹𝑖(𝑢) → 𝐸𝑖(𝑢) и 𝑐→ −𝑐.

Рациональная, или что то же самое, аддитивная 𝛿-функция, которая была ис

пользована в равенстве (1.7.2.4), может быть представлена в виде разности двух рядов

𝛿(𝑢,𝑣) = 𝛿(𝑣,𝑢) =
1

(𝑢− 𝑣)>
− 1

(𝑢− 𝑣)<
=
∑︁
𝑛∈Z

𝑣𝑛

𝑢𝑛+1
,

где
1

(𝑢− 𝑣)>
=

1

𝑢

∑︁
𝑘>0

(︁𝑣
𝑢

)︁𝑘
,

1

(𝑢− 𝑣)<
= −1

𝑣

∑︁
𝑘>0

(︁𝑢
𝑣

)︁𝑘
.

Здесь символ ‘>’ у рациональной функции 1
(𝑢−𝑣)> означает, что |𝑢| > |𝑣|, и эту раци

ональную функцию следует понимать в смысле первого ряда в формуле (1.7.2.4). В

свою очередь, символ ‘<’ у рациональной функции 1
(𝑢−𝑣)< означает, что |𝑢| < |𝑣|, и эту

рациональную функцию следует понимать в смысле второго ряда в формуле (1.7.2.4).

Ниже мы также будем пользоваться обозначением 1
(𝑢−𝑣)≶

, чтобы подчеркнуть, что для

разложения рациональной функции 1
𝑢−𝑣 можно пользоваться любым из двух рядов в

формуле (1.7.2.4).

Известно [105], что другое гауссово разложение матрицы монодромии (1.7.2.3)–

(1.7.2.3) дает еще одну токовую реализацию дубля янгиана 𝐷𝑌 (gl(𝑚|𝑛)). Коммутаци

онные соотношения между картановскими токами 𝑘±𝑖 (𝑢) и токами 𝐹𝑖(𝑢), �̂�𝑖(𝑢), которые

отвечают простым корням,

𝐹𝑖(𝑢) = F̂+
𝑖+1,𝑖(𝑢) − F̂−𝑖+1,𝑖(𝑢) , �̂�𝑖(𝑢) = Ê+

𝑖,𝑖+1(𝑢) − Ê−𝑖,𝑖+1(𝑢) ,

приведены ниже

𝑘±𝑖 (𝑢)𝐹𝑖(𝑣)𝑘±𝑖 (𝑢)−1 = 𝑓[𝑖](𝑣,𝑢) 𝐹𝑖(𝑣),

𝑘±𝑖+1(𝑢)𝐹𝑖(𝑣)𝑘±𝑖+1(𝑢)−1 = 𝑓[𝑖+1](𝑢,𝑣)𝐹𝑖(𝑣),
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𝑘±𝑖 (𝑢)−1�̂�𝑖(𝑣)𝑘±𝑖 (𝑢) = 𝑓[𝑖](𝑣,𝑢) �̂�𝑖(𝑣),

𝑘±𝑖+1(𝑢)−1�̂�𝑖(𝑣)𝑘±𝑖+1(𝑢) = 𝑓[𝑖+1](𝑢,𝑣) �̂�𝑖(𝑣),

((𝑢− 𝑣)𝜖𝑖,𝑚 + 𝑐[𝑖]) 𝐹𝑖(𝑢)𝐹𝑖(𝑣) = ((𝑢− 𝑣)𝜖𝑖,𝑚 − 𝑐[𝑖]) 𝐹𝑖(𝑣)𝐹𝑖(𝑢),

((𝑢− 𝑣)𝜖𝑖,𝑚 − 𝑐[𝑖]) �̂�𝑖(𝑢)�̂�𝑖(𝑣) = ((𝑢− 𝑣)𝜖𝑖,𝑚 + 𝑐[𝑖]) �̂�𝑖(𝑣)�̂�𝑖(𝑢),

(𝑢− 𝑣 − 𝑐[𝑖+1]) 𝐹𝑖(𝑢)𝐹𝑖+1(𝑣) = (𝑢− 𝑣) 𝐹𝑖+1(𝑣)𝐹𝑖(𝑢),

(𝑢− 𝑣) �̂�𝑖(𝑢)�̂�𝑖+1(𝑣) = (𝑢− 𝑣 − 𝑐[𝑖+1]) �̂�𝑖+1(𝑣)�̂�𝑖(𝑢),

[�̂�𝑖(𝑢),𝐹𝑗(𝑣)} =�̂�𝑖(𝑢)𝐹𝑗(𝑣) − (−)([𝑖]+[𝑖+1])([𝑗]+[𝑗+1])𝐹𝑗(𝑣)�̂�𝑖(𝑢) =

=𝛿𝑖,𝑗𝑐[𝑖+1]𝛿(𝑢,𝑣)
(︁
𝑘+𝑖 (𝑢) · 𝑘+𝑖+1(𝑢)−1 − 𝑘−𝑖 (𝑣) · 𝑘−𝑖+1(𝑣)−1

)︁
.

Соотношения Серра для простых токов �̂�𝑖(𝑢), 𝑖 = 1, . . . ,𝑁 , теперь имеют вид

Sym𝑢1,𝑢2

(︁
((𝑢2 − 𝑢1)𝛿𝑖,𝑚 − 𝑐[𝑖+1])(�̂�𝑖(𝑢1)�̂�𝑖(𝑢2)�̂�𝑖+1(𝑣) −

− 2�̂�𝑖(𝑢1)�̂�𝑖+1(𝑣)�̂�𝑖(𝑢2) + �̂�𝑖+1(𝑣)�̂�𝑖(𝑢1)�̂�𝑖(𝑢2))
)︁

= 0 ,

Sym𝑢1,𝑢2

(︁
((𝑢1 − 𝑢2)𝛿𝑖,𝑚 + 𝑐[𝑖])(�̂�𝑖(𝑢1)�̂�𝑖(𝑢2)�̂�𝑖−1(𝑣) −

− 2�̂�𝑖(𝑢1)�̂�𝑖−1(𝑣)�̂�𝑖(𝑢2) + �̂�𝑖−1(𝑣)�̂�𝑖(𝑢1)�̂�𝑖(𝑢2))
)︁

= 0 ,

Sym𝑢1,𝑢2

(︁
(𝑢1 − 𝑢2 + 𝑐)

[︀
�̂�𝑚(𝑢1)�̂�𝑚(𝑢2)�̂�𝑚−1(𝑣1)�̂�𝑚+1(𝑣2) −

− 2�̂�𝑚(𝑢1)�̂�𝑚−1(𝑣1)�̂�𝑚(𝑢2)�̂�𝑚+1(𝑣2)
]︀

+

+ 2𝑐 �̂�𝑚−1(𝑣1)�̂�𝑚(𝑢1)�̂�𝑚(𝑢2)�̂�𝑚+1(𝑣2) +

+(𝑢2 − 𝑢1 + 𝑐)
[︀
�̂�𝑚−1(𝑣1)�̂�𝑚+1(𝑣2)�̂�𝑚(𝑢1)�̂�𝑚(𝑢2) −

− 2�̂�𝑚−1(𝑣1)�̂�𝑚(𝑢1)�̂�𝑚+1(𝑣2)�̂�𝑚(𝑢2)
]︀)︁

= 0 .

Благодаря антиморфизму Ψ аналогичные соотношения существуют для токов 𝐹𝑖(𝑢),

𝑖 = 1, . . . ,𝑁 , для которых в формулах (1.7.2.4)–(1.7.2.4) следует сделать замену �̂�𝑖(𝑢) →
𝐹𝑖(𝑢) и 𝑐 → −𝑐. Действие антиморфизма (1.7.2.3) на токи 𝐹𝑖(𝑢), �̂�𝑖(𝑢) and 𝑘ℓ(𝑢) дается

теми же формулами, что и в (1.7.2.4).

Заметим, что в коммутационных соотношениях (1.7.2.4), (1.7.2.4), (1.7.2.4) и

(1.7.2.4) можно заменить 𝑐[𝑖] на 𝑐[𝑖+1]. Действительно, если 𝑖 ̸= 𝑚, то 𝑐[𝑖] = 𝑐[𝑖+1], в

то время как при 𝑖 = 𝑚 множитель (𝑢 − 𝑣)𝜖𝑖,𝑚 обращается в ноль, поэтому в этих

коммутационных соотношениях можно использовать либо 𝑐[𝑖], либо 𝑐[𝑖+1].
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1.7.3 Универсальные векторы Бете

Из соотношений (1.7.2.2) следует, что подалгебры 𝑈±, порожденные модами T--

операторов T𝑖𝑗(𝑛), образуют две борелевские подалгебры в дубле янгиана 𝐷𝑌 (gl(𝑚|𝑛)).

Помимо этого, в силу (1.7.2.2) они являются подалгебрами Хопфа. Будем называть по

далгебры 𝑈± стандартными борелевскими подалгебрами в дубле янгиана 𝐷𝑌 (gl(𝑚|𝑛)).

Как мы уже упоминали, универсальные векторы Бете строятся из матричных

элементов одной универсальной матрицы монодромии T+
𝑖𝑗 и принадлежат стандартной

“положительной” борелевской подалгебре 𝑈+. Цель данного раздела заключается в том,

чтобы выразить универсальные векторы Бете через токовые генераторы дубля янгиана

𝐷𝑌 (gl(𝑚|𝑛)) в рамках подхода, развитого в работах [104, 105, 117].

Мы рассмотрим формулы для векторов Бете, которые согласованы с двумя

различными способами вложения алгебры меньшего ранга в алгебру большего ранга.

А именно, из явных формул для правых векторов Бете B(𝑡) можно сделать вывод, что

вектор Бете B(𝑡) может быть получен путем решения иерархических соотношений, ос

нованных на вложении дубля янгиана 𝐷𝑌 (gl(𝑚−1|𝑛)) в бо́льшую алгебру 𝐷𝑌 (gl(𝑚|𝑛)).

Аналогичным образом, вектор Бете B̂(𝑡) получается в ходе разрешения иерархических

соотношений, основанных на вложении дубля янгиана 𝐷𝑌 (gl(𝑚|𝑛− 1)) в 𝐷𝑌 (gl(𝑚|𝑛)).

Для того чтобы выразить векторы Бете B(𝑡) и B̂(𝑡) в терминах токовых генераторов, мы

будем использовать два различных типа гауссовых разложений матричных элементов

матрицы монодромии и соответствующие токовые генераторы [105].

Общая теория соотношения между векторами Бете и токами была разработана

в работе [117] и затем применялась в работах [104, 105] к построению иерархических

векторов Бете в квантовых интегрируемых моделях, основанных на квантовой аффин

ной алгебре 𝑈𝑞(̂︀gl(𝑁)). Основным инструментом, использовавшимся в этих работах, был

метод проекций на пересечения борелевских подалгебр различного типа.

Для описания векторов Бете B(𝑡) и C(𝑡) мы будем использовать токовые генера

торы, связанные с гаусовым разложением (1.7.2.3)–(1.7.2.3), и антиморфизм (1.7.2.3). В

случае векторов Бете B̂(𝑡) и Ĉ(𝑡) мы воспользуемся тем же самым антиморфизмом и то

ковыми генераторами, связанными со вторым гаусовым разложением (1.7.2.3)–(1.7.2.3).

1.7.3.1 Обозначения и соглашения

Мы будем обозначать наборы переменных чертой: �̄�, 𝑣 и т.д. Для упрощения

дальнейших формул мы используем сокращенные обозначения для произведений функ

ций, зависящих от одной или двух переменных. А именно, всякий раз, когда функция
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𝜆𝑗 зависит от набора переменных 𝜆𝑗(�̄�), это означает произведение функций 𝜆𝑗(𝑢ℓ) по

набору �̄�. Аналогичным образом, обозначения 𝑓[𝑖](�̄�,𝑣) (или 𝑔[𝑖](�̄�,𝑣), ℎ[𝑖](�̄�,𝑣)) означают

двойные произведения этих функций по соответствующим наборам. Например,

𝜆𝑗(�̄�) =
∏︁
𝑢ℓ∈�̄�

𝜆𝑗(𝑢ℓ), 𝑓[𝑖](�̄�,𝑣) =
∏︁

𝑢ℓ∈�̄� , 𝑣ℓ′∈𝑣

𝑓[𝑖](𝑢ℓ,𝑣ℓ′).

Помимо этого, мы используем то же соглашение при рассмотрении произведений ком

мутирующих операторов. Например,

T𝑖,𝑗(�̄�) =
∏︁
ℓ

T𝑖,𝑗(𝑢ℓ), при [𝑖] + [𝑗] = 0 mod 2.

Введем также несколько рациональных функций которые появятся в тексте

далее. Во-первых, для любой функции 𝑥(𝑢1,𝑢2) мы полагаем

∆𝑥(�̄�) =
∏︁

16ℓ<ℓ′6𝑎

𝑥(𝑢ℓ′ ,𝑢ℓ) и ∆′𝑥(�̄�) =
∏︁

16ℓ<ℓ′6𝑎

𝑥(𝑢ℓ,𝑢ℓ′),

где 𝑎 = #�̄�.

Во-вторых, для произвольных наборов параметров �̄� и 𝑣 определим

𝛾𝑖(�̄�) =
∆𝑓[𝑖](�̄�)

∆ℎ(�̄�)𝛿𝑖,𝑚
и 𝛾𝑖(�̄�,𝑣) =

𝑓[𝑖](�̄�,𝑣)

ℎ(�̄�,𝑣)𝛿𝑖,𝑚
. (1.7.1)

Первая из этих функций совпадает с функцией ∆𝑓[𝑖](�̄�) при 𝑖 ̸= 𝑚 и с функцией ∆𝑔(�̄�)

при 𝑖 = 𝑚. Вторая функция совпадает с функцией 𝑓[𝑖](�̄�,𝑣) при 𝑖 ̸= 𝑚 и с функцией

𝑔(�̄�,𝑣) при 𝑖 = 𝑚. Аналогично определим

𝛾𝑖(�̄�) =
∆𝑓[𝑖+1]

(�̄�)

∆′ℎ(�̄�)𝛿𝑖,𝑚
и 𝛾𝑖(�̄�,𝑣) =

𝑓[𝑖+1](�̄�,𝑣)

ℎ(𝑣,�̄�)𝛿𝑖,𝑚
.

При 𝑖 ̸= 𝑚, 𝛾𝑖(�̄�) = ∆𝑓[𝑖+1]
(�̄�) и 𝛾𝑖(�̄�,𝑣) = 𝑓[𝑖+1](�̄�,𝑣), а при 𝑖 = 𝑚, 𝛾𝑚(�̄�) = ∆′𝑔(�̄�) и

𝛾𝑚(�̄�,𝑣) = 𝑔(𝑣,�̄�). Заметим, что функция 𝛾𝑚(�̄�) отличается от функции 𝛾𝑚(�̄�) на множи

тель (−)#�̄�(#�̄�−1)/2. Аналогично

𝛾𝑚(�̄�,𝑣) = (−)#�̄�·#𝑣𝛾𝑚(�̄�,𝑣) .

Заметим также, что 𝛾𝑖(�̄�) = 𝛾𝑖(�̄�) и 𝛾𝑖(�̄�,𝑣) = 𝛾𝑖(�̄�,𝑣) при 𝑖 ̸= 𝑚.

1.7.3.2 Вектор Бете B(𝑡) и дуальный вектор Бете C(𝑡)

Прежде всего мы объясним связь между вектором Бете B(𝑡) и токовым пред

ставлением (1.7.2.4)–(1.7.2.4).
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Пусть 𝑈𝐹 ⊂ 𝐷𝑌 (gl(𝑚|𝑛)) является подалгеброй дубля янгиана 𝐷𝑌 (gl(𝑚|𝑛)), по

рожденной модами простых токов 𝐹𝑖(ℓ), 𝑖 = 1, . . . ,𝑁 , ℓ ∈ Z, и модами “положительных”
картановских токов 𝑘𝑗(ℓ′), 𝑗 = 1, . . . ,𝑁 + 1, ℓ′ > 0. В рамках конструкции квантового

дубля подалгебра 𝑈𝐸 ⊂ 𝐷𝑌 (gl(𝑚|𝑛)), являющаяся дуальной к 𝑈𝐹 , порождается модами

простых токов 𝐸𝑖(ℓ), 𝑖 = 1, . . . ,𝑁 , ℓ ∈ Z, и модами “отрицательных” картановских токов
𝑘𝑗(ℓ

′); 𝑗 = 1, . . . ,𝑁 + 1; ℓ′ < 0.

Будем называть подалгебры 𝑈𝐹 и 𝑈𝐸 токовыми борелевскими подалгебрами.

Они являются подалгебрами Хопфа в дубле янгиана 𝐷𝑌 (gl(𝑚|𝑛)) по отношению к так

называемому копроизведению Дринфельда

∆(𝐷)(𝐹𝑖(𝑧)) = 𝐹𝑖(𝑧) ⊗ 1 + 𝑘+𝑖+1(𝑧)
(︀
𝑘+𝑖 (𝑧)

)︀−1 ⊗ 𝐹𝑖(𝑧),

∆(𝐷)(𝑘±𝑗 (𝑧)) = 𝑘±𝑗 (𝑧) ⊗ 𝑘±𝑗 (𝑧),

∆(𝐷)(𝐸𝑖(𝑧)) = 1⊗ 𝐸𝑖(𝑧) + 𝐸𝑖(𝑧) ⊗ 𝑘−𝑖+1(𝑧)
(︀
𝑘−𝑖 (𝑧)

)︀−1
,

которое очевидным образом отличается от копроизведения, заданного соотношением

(1.7.2.2).

Для того чтобы выразить векторы Бете B(𝑡) через генераторы токов, требу

ется только одна токовая борелевская подалгебра 𝑈𝐹 и ее коалгебраические свойства,

определяемые первыми двумя равенствами в формуле (1.7.3.2). Рассмотрим следующие

пересечения токовой борелевской подалгебры со стандартной борелевской подалгеброй

𝑈±:

𝑈−𝐹 = 𝑈𝐹 ∩ 𝑈− , 𝑈+
𝐹 = 𝑈𝐹 ∩ 𝑈+ .

Каждое из этих пересечений есть подалгебра в 𝐷𝑌 (gl(𝑚|𝑛)) [117], и они являются кои

деалами по отношению к копроизведению (1.7.3.2)

∆(𝐷)(𝑈+
𝐹 ) = 𝑈+

𝐹 ⊗ 𝑈𝐹 , ∆(𝐷)(𝑈−𝐹 ) = 𝑈𝐹 ⊗ 𝑈−𝐹 .

Для того чтобы это увидеть, введем разложение следующей комбинации картановских

токов

𝑘+𝑖+1(𝑧)
(︀
𝑘+𝑖 (𝑧)

)︀−1
= 1 +

∑︁
ℓ>0

𝜅𝑖(ℓ)𝑧
−ℓ−1 .

Тогда копроизведение (1.7.3.2) отображает моды 𝐹𝑖(ℓ) токов 𝐹𝑖(𝑧) в

∆(𝐷) (𝐹𝑖(ℓ)) = 𝐹𝑖(ℓ) ⊗ 1 + 1⊗ 𝐹𝑖(ℓ) +
∑︁
ℓ′>0

𝜅𝑖(ℓ
′) ⊗ 𝐹𝑖(ℓ− ℓ′ − 1) .

В силу соотношений (1.7.3.2) свойства (1.7.3.2) становятся очевидными.
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Согласно конструкции Картана–Вейля дубля янгиана, мы должны определить

глобальное упорядочение образующих этой алгебры. Есть два различных варианта для

этого упорядочения. Выберем упорядочение таким образом, чтобы элементы подалгеб

ры 𝑈−𝐹 предшествовали элементам подалгебры 𝑈+
𝐹 [117, 118]. Будем говорить, что про

извольный элемент ℱ ∈ 𝑈𝐹 упорядочен, если он представлен в виде

ℱ = ℱ− · ℱ+ ,

где ℱ± ∈ 𝑈±𝐹 .

Согласно общей теории [117] можно определить проекции любых упорядочен

ных элементов подалгебры 𝑈𝐹 на подалгебры (1.7.3.2) с помощью формул

𝑃+
𝑓 (ℱ− · ℱ+) = 𝜀(ℱ−)ℱ+ , 𝑃−𝑓 (ℱ− · ℱ+) = ℱ− 𝜀(ℱ+) , ℱ± ∈ 𝑈±𝐹 ,

где отображение коединицы 𝜀 : 𝑈𝐹 → C определено по правилу

𝜀(𝐹𝑖(ℓ)) = 0 и 𝜀(𝑘𝑗(ℓ)) = 0 .

Пусть 𝑈𝐹 есть пополнение алгебры 𝑈𝐹 , образованное бесконечными суммами

мономов, являющимися упорядоченными произведениями вида 𝒜𝑖1(ℓ1) · · · 𝒜𝑖𝑎(ℓ𝑎) с ℓ1 6

· · · 6 ℓ𝑎, где 𝒜𝑖𝑙(ℓ𝑙) совпадает с 𝐹𝑖𝑙(ℓ𝑙) или 𝑘𝑖𝑙(ℓ𝑙). Можно доказать [117], что

(1) действие проекций (1.7.3.2) может быть продолжено 𝑈𝐹 ;

(2) для любых ℱ ∈ 𝑈𝐹 с ∆(𝐷)(ℱ) = ℱ ′ ⊗ℱ ′′ выполнено следующее равенство

ℱ = 𝑃−𝑓 (ℱ ′) · 𝑃+
𝑓 (ℱ ′′) .

Формула (1.7.3.2) является важным инструментом для вычисления универсаль

ных векторов Бете. Она позволяет представить произвольное произведение токов в упо

рядоченной форме, используя простые формулы токового копроизведения Дринфельда.

Теперь мы можем дать определение универсального вектора Бете. Пусть

𝑡 = {𝑡11, . . . ,𝑡1𝑟1 ; 𝑡
2
1, . . . ,𝑡

2
𝑟2

; . . . ; 𝑡𝑁1 , . . . ,𝑡
𝑁
𝑟𝑁
}

является некоторым набором параметров. Верхний индекс указывает тип параметра,

отвечающего простому корню, а нижний индекс соответствует различным параметрам

заданного типа. Каждому типу ℓ = 1, . . . ,𝑁 отвечает 𝑟ℓ параметров Бете.
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Определим упорядоченное произведение полных токов

ℱ(𝑡) =
−→∏︁

16𝑎6𝑁

(︃
−→∏︁

16ℓ6𝑟𝑎

𝐹𝑎(𝑡
𝑎
ℓ )

)︃
,

где символом
←−∏︀
𝑎

𝐴𝑎 (соответственно, символом
−→∏︀
𝑎

𝐴𝑎) обозначено упорядоченное произ

ведение некоммутирующих операторов 𝐴𝑎, так что 𝐴ℓ находится справа (соответствен

но, слева) от 𝐴ℓ′ , если ℓ′ > ℓ:

←−∏︁
𝑗>𝑎>𝑖

𝐴𝑎 = 𝐴𝑗 𝐴𝑗−1 · · · 𝐴𝑖+1𝐴𝑖 и
−→∏︁

𝑖6𝑎6𝑗

𝐴𝑎 = 𝐴𝑖𝐴𝑖+1 · · · 𝐴𝑗−1𝐴𝑗 .

Произведение токов ℱ(𝑡) является формальным рядом по отношениям 𝑡𝑏𝑘/𝑡
𝑐
𝑙

и 𝑡𝑎𝑖 /𝑡
𝑎
𝑗 , принимающим значения в пополнении 𝑈𝐹 (см. [117]). Произведение (1.7.3.2)

имеет полюсы при некоторых значениях отношений 𝑡𝑏𝑘/𝑡
𝑐
𝑙 и 𝑡

𝑎
𝑖 /𝑡

𝑎
𝑗 . Операторнозначные

коэффициенты в этих полюсах принимают значения в пополнении 𝑈𝐹 и могут быть

отождествлены с токами, отвечающим сложным корням. Отметим также, что в силу

коммутационных соотношений между токами произведение (1.7.3.2), а также его про

екции, являются 𝑐-симметричными.

Введем нормированное произведение токов

F(𝑡) =

∏︀𝑁
ℓ=1 𝛾ℓ(𝑡

ℓ)∏︀𝑁−1
ℓ=1 𝑓[ℓ+1](𝑡ℓ+1,𝑡ℓ)

ℱ(𝑡),

где 𝛾ℓ определено формулой (1.7.1). Тогда универсальный off-shell вектор Бете B(𝑡)

определяется как проекция от этого нормированного произведения, примененная к син

гулярному вектору |0⟩

B(𝑡) = 𝑃+
𝑓 (F(𝑡))

𝑁∏︁
𝑠=1

𝜆𝑠(𝑡
𝑠)|0⟩ .

Обратим внимание на то, что благодаря коммутационным соотношениям между тока

ми (1.7.2.4) и (1.7.2.4) нормированное произведение токов (1.7.3.2) симметрично отно

сительно перестановок параметров Бете одного типа.

Нормировка универсального off-shell вектора Бете выбирается таким образом,

чтобы убрать все нули и полюсы, возникающие из произведения токов. Например, в

соответствии с коммутационными отношения (1.7.2.4) произведения токов ℱℓ(𝑡
ℓ) имеют

полюсы, если 𝑡ℓ𝑗 − 𝑡ℓ𝑖 + 𝑐[ℓ] = 0 при 𝑗 > 𝑖 и ℓ ̸= 𝑚, и нули для всех ℓ, если 𝑡ℓ𝑗 − 𝑡ℓ𝑖 = 0.

Потенциальные сингулярности компенсируются рациональными функциями, которые

находятся в числителе множителя в формуле (1.7.3.2). С другой стороны, произведения

токов ℱℓ(𝑡
ℓ)ℱℓ+1(𝑡

ℓ+1) имеют полюсы, если 𝑡ℓ+1
𝑗 − 𝑡ℓ𝑖 = 0, и нули, если 𝑡ℓ+1

𝑗 − 𝑡ℓ𝑖 + 𝑐[ℓ+1] = 0
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для всех 𝑖,𝑗. Данные возможные сингулярности компенсируются произведением рацио

нальных функций 𝑓[ℓ+1](𝑡
ℓ+1,𝑡ℓ)−1, которые находятся в знаменателе множителя в фор

муле (1.7.3.2).

Наша стратегия состоит в том, чтобы сначала вычислить проекцию в формуле

(1.7.3.2), а затем записать результат этого вычисления как некий многочлен от матрич

ных элементов матрицы монодромии. После этого мы определим дуальный вектор Бете

C(𝑡) по формуле

C(𝑡) = Ψ
(︀
B(𝑡)

)︀
,

где с помощью соотношений Ψ(|0⟩) = ⟨0| и Ψ(⟨0|) = |0⟩ мы продолжили антиморфизм

(1.7.2.3) с алгебры на векторы представления этой алгебры.

Альтернативный способ получения формулы для дуального вектора Бете мож

но осуществить с помощью метода проекций и иного выбора токовой борелевской подал

гебры, копроизведения Дринфельда и связанных с ними проекций от упорядоченного

произведения токов

ℰ(𝑡) =
←−∏︁

𝑁>𝑎>1

(︃
←−∏︁

𝑟𝑎>ℓ>1

𝐸𝑎(𝑡
𝑎
ℓ )

)︃
.

Здесь мы не занимаемся этими вычислениями.

1.7.3.3 Вектор Бете B̂(𝑡) и дуальный вектор Бете Ĉ(𝑡)

Для описания вектора Бете B̂(𝑡) и дуального к нему вектора Ĉ(𝑡) следует поль

зоваться второй токовой реализацией (1.7.2.4)–(1.7.2.4) дубля янгиана 𝐷𝑌 (gl(𝑚|𝑛)), за

данной токами 𝐹𝑖(𝑧), �̂�𝑖(𝑧) и 𝑘±𝑗 (𝑧), которые связаны с элементами матрицы монодро

мии посредством гауссова разложения (1.7.2.3)–(1.7.2.3) и формулами Френкеля–Динга

(1.7.2.4).

Как и в предыдущих разделах, для описания вектора Бете B̂(𝑡) мы определим

борелевскую подалгебру �̂�𝐹 такую, что “положительные” картановские токи 𝑘+𝑗 (𝑧) при

надлежат �̂�𝐹 и имеют следующие коалгебраические свойства

∆̂(𝐷)(𝐹𝑖(𝑧)) = 1⊗ 𝐹𝑖(𝑧) + 𝐹𝑖(𝑧) ⊗ 𝑘+𝑖 (𝑧)
(︁
𝑘+𝑖+1(𝑧)

)︁−1
,

∆̂(𝐷)(𝑘+𝑗 (𝑧)) = 𝑘+𝑗 (𝑧) ⊗ 𝑘+𝑗 (𝑧).

Мы вновь рассматриваем пересечения этой токовой борелевской подалгебры со

стандартными борелевскими подалгебрами 𝑈±

�̂�−𝐹 = �̂�𝐹 ∩ �̂�− , �̂�+
𝐹 = �̂�𝐹 ∩ �̂�+ ,
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и проверяем свойства коидеальности этих пересечений

∆̂(𝐷)(�̂�+
𝐹 ) = �̂�𝐹 ⊗ �̂�+

𝐹 , ∆̂(𝐷)(�̂�−𝐹 ) = �̂�−𝐹 ⊗ �̂�𝐹 ,

по отношению к копроизведению (1.7.3.3).

Используя то же упорядочение для генераторов Картана–Вейля подалгебры �̂�𝐹 ,

что и упорядочение элементов в подалгебре 𝑈𝐹 , мы будем говорить, что произвольный

элемент ℱ̂ ∈ �̂�𝐹 упорядочен, если

ℱ̂ = ℱ̂− · ℱ̂+ ,

где ℱ̂± ∈ �̂�±𝐹 .

И снова, согласно общей теории, сформулированной в работе [117], мы можем

определить проекции любых упорядоченных элементов в подалгебрах �̂�𝐹 и �̂�𝐸 на по

далгебры (1.7.3.3), используя формулы

𝑃+
𝑓 (ℱ̂− · ℱ̂+) = 𝜀(ℱ̂−) ℱ̂+ , 𝑃−𝑓 (ℱ̂− · ℱ̂+) = ℱ̂− 𝜀(ℱ̂+) , ℱ̂± ∈ �̂�±𝐹 ,

где отображение коединицы 𝜀 : 𝐷𝑌 (gl(𝑚|𝑛)) → C определено согласно правилам

𝜀(𝐹𝑖(ℓ)) = 0 , 𝜀(𝑘𝑗(ℓ)) = 0 ,

а 𝐹𝑖(ℓ) и 𝑘𝑗(ℓ) являются модами токов 𝐹𝑖(𝑧) и 𝑘+𝑖 (𝑧) во второй токовой реализации дубля

Янгиана 𝐷𝑌 (gl(𝑚|𝑛)).

Определив пополнение �̂�𝐹 , можно проверить [117], что:

(1) действие проекций (1.7.3.3) может быть продолжено на алгебры �̂�𝐹 ;

(2) для любого ℱ̂ ∈ �̂�𝐹 с ∆̂(𝐷)(ℱ̂) = ℱ̂ ′ ⊗ ℱ̂ ′′ мы имеем

ℱ̂ = 𝑃−𝑓

(︁
ℱ̂ ′′
)︁
· 𝑃+

𝑓

(︁
ℱ̂ ′
)︁
.

Рассмотрим нормированное упорядоченное произведение токов для набора (1.7.3.2)

параметров Бете

F̂(𝑡) =

∏︀𝑁
ℓ=1 𝛾ℓ(𝑡

ℓ)∏︀𝑁−1
ℓ=1 𝑓[ℓ+1](𝑡ℓ+1,𝑡ℓ)

ℱ̂(𝑡) ,

где

ℱ̂(𝑡) =
←−∏︁

𝑁>𝑎>1

(︃
←−∏︁

𝑟𝑎>ℓ>1

𝐹𝑎(𝑡
𝑎
ℓ )

)︃
.
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Универсальные off-shell векторы Бете, связанные со второй токовой реализаци

ей дубля янгиана 𝐷𝑌 (gl(𝑚|𝑛)), определяются через действие проекций, определенных

выше, на сингулярные вектор |0⟩ следующим образом

B̂(𝑡) = 𝑃+
𝑓

(︁
F̂(𝑡)

)︁ 𝑁∏︁
𝑠=1

𝜆𝑠+1(𝑡
𝑠)|0⟩ .

Нормировка этого универсального off-shell вектора Бете снова выбрана таким образом,

чтобы убрать все нули и полюсы, возникающие из произведения токов.

Дуальный вектор Бете Ĉ(𝑡) определяется с помощью антиморфизма (1.7.2.3):

Ĉ(𝑡) = Ψ
(︀
B̂(𝑡)

)︀
.

1.8 Вырождение подалгебр Бете в янгиане 𝑌 (gl𝑛)

1.8.1 Введение

Янгиан для gl𝑛 это ассоциативная алгебра, исторически первый пример кван

товой группы. Янгиан 𝑌 (gl𝑛) это алгебра Хопфа являющаяся деформацией 𝑈(gl𝑛[𝑡]),

где gl𝑛[𝑡] это бесконечномерная алгебра Ли полиномов со значениями в gl𝑛. Эта алгебра

была впервые рассмотрена в работах Л. Фадеева и Ленинградской школы при изучении

обратной задачи рассеяния. В 𝑌 (gl𝑛) существует семейство коммутативных подалгебр,

параметризованных комплексными матрицами 𝐶 ∈ Mat𝑛, называемые подалгебрами

Бете. Это семейство возникло из интегрируемых систем в статистической механике и

алгебраического анзаца Бете.

Обозначим через 𝑇 максимальный тор 𝐺𝐿𝑛, то есть подгруппу диагональных

матриц в 𝐺𝐿𝑛. В настоящей работе мы ограничимся подалгебрами Бете, для которых

𝐶 ∈ 𝑇 . Пусть 𝑇 𝑟𝑒𝑔 — множество регулярных элементов тора, то есть множество диа

гональных матриц из 𝑇 с попарно различными собственными значениями. Мы будем

часто использовать вложение 𝐺𝐿𝑛 ⊂ gl𝑛 = Mat𝑛 и рассматривать 𝐶 как элемент карта

новской подалгебры h ⊂ gl𝑛. Известно, что 𝐵(𝐶) является свободной полиномиальной

алгеброй и что она является максимальной коммутативной подалгеброй в 𝑌 (gl𝑛) для

всех 𝐶 ∈ 𝑇 𝑟𝑒𝑔.

Для нерегулярного 𝐶 ∈ 𝑇∖𝑇 𝑟𝑒𝑔, подалгебра 𝐵(𝐶) становится меньше. Но суще

ствует естественный способ построить коммутативную подалгебру такого же размера,

как и для 𝐶 ∈ 𝑇 𝑟𝑒𝑔 для любого 𝐶0 ∈ h∖𝑇 𝑟𝑒𝑔 посредством предельного перехода. Напри

мер, можно получить подалгебру Гельфанда-Цейтлина в янгиаге как предел некоторого

94



однопараметрического семейства подалгебр Бете, где 𝐶(𝑡) ∈ 𝑇 𝑟𝑒𝑔 при 𝑡 ̸= 0 и 𝐶(0) = 𝐸11.

В общем случае, такая подалгебра не единственна, так как она зависит от однопара

метрического семейства 𝐶(𝑡) такого, что 𝐶(0) = 𝐶0. Наша цель описать все возможные

предельные подалгебры.

Образы подалгебр Бете в универсальной обертывающей алгебре 𝑈(gl𝑛) при го

моморфизме вычисления известны как "алгебры сдвига аргумента."Задача описания

всевозможных пределов подалгебр сдвига аргумента была поставлена Винбергом в кон

це 1990-ых годов. Ответ был дан В.Шуваловым, и, позже, в более алгебро-геометри

ческих терминах, L. Aguirre, G. Felder and A. Veselov. Грубо говоря, их описание со

стоит в следующем. Алгебры сдвига аргумента сами параметризованы регулярными

𝑛 × 𝑛-матрицами с точностью до пропорциональности и прибавления скалярной мат

рицы. Это пространство параметров можно рассматривать как пространство конфигу

раций 𝑛 попарно различных точек на комплексной прямой. Оказывается, что предель

ные алгебры сдвига аргумента параметризованы замыканием Делиня-Мамфорда этого

пространства, и что все предельные подалгебры максимальные коммутативные и сво

бодные. Более того,существует точная индуктивная процедура, строящая предельные

подалгебры сдвига аргумента из подалгебр сдвига аргумента для меньших 𝑛. Естествен

но ожидать похожего описания предельных подалгебр для янгиана.

1.8.2 Пределы подалгебр Бете

Предельные подалгебры могут быть определены в алгебро-геометрических тер

минах (мы делаем это в разделе 2). Грубо говоря, конструкция подалегбр Бете может

быть рассмотрена как регулярное отображение из 𝑇 𝑟𝑒𝑔 в "Грассманиан"подпространств

в 𝑌 (gl𝑛) такой же размерности, как 𝐵(𝐶). Пространство 𝑇 𝑟𝑒𝑔 является некомпактным,

тогда как Грассманиан (в некотором смысле) компактен. Поэтому мы можем взять за

мыкание образа этого отображения и получить новые подалгебры с таким же рядом

Пуанкаре. Мы называем эти подалгебры предельными.

Так как подалгебры 𝐵(𝐶) не меняются при растяжениях 𝐶, пространство па

раметров для семейства 𝐵(𝐶) есть фактор 𝑇 𝑟𝑒𝑔/C* множества регулярных элементов

тора по подгруппе скалярных матриц. Мы можем рассматривать пространство 𝑇 𝑟𝑒𝑔/C*

как пространство модулей 𝑀0,𝑛+2 рациональных кривых с 𝑛 + 2 отмеченными точка

ми (мы можем сопоставить матрице 𝐶 с собственными значениями 𝑧1, . . . ,𝑧𝑛 кривую

P1 с отмеченными точками 0,𝑧1, . . . ,𝑧𝑛,∞). Поэтому предельные подалгебры семейства

𝐵(𝐶) параметризуются некоторой компактификацией пространства 𝑀0,𝑛+2. Основной

результат настоящей статьи это следующая теорема.
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Основная теорема Замыкание 𝑇 𝑟𝑒𝑔/C*, параметризующее предельные подалгебры, изо
морфно компактификации Делиня-Мамфорда 𝑀0,𝑛+2. Все предельные подлгебры есть

максимальные коммутативные и свободные алгебры в 𝑌 (gl𝑛).

На самом деле мы опишем все предельные подалгебры как произведения мень

ших подалгебр Бете и некоторых алгебр сдвига аргумента (которые являются образами

подалгебр Бете в универсальной обертывающей алгебре 𝑈(gl𝑛) при отображении вычис

ления).

Естественно ожидать такие результаты в свете биспектральной двойственности

(см. Мухин, Тарасов, Варченко), которая соотносит образы подалгебр Бете в тензорном

произведении с алгеброй высших Гамильтонианов тригонометрической модели Годена

для g = gl𝑘. Последние являются образами подалгебры Годена в тензорном произведе

нии 𝑛+1 копии универсальной обертывающей алгебры gl𝑘. С другой стороны, доказано,

что замыкание пространства параметров этого семейства подалгебр Годена это 𝑀0,𝑛+2.

Проблема в этом подходе состоит в том, что мы имеем дело с образами подалгебры Бете

в некотором конкретном представлении, поэтому замыкание пространства параметров

может оказаться другим. Мы используем другой подход, базирующийся на подлгебрах

сдвига аргумента и централизаторной конструкции Ольшанского.

Основная идея доказательства состоит в сведении задачи о замыкании к зада

че о замыкании в 𝑈(gl𝑁), где 𝑁 достаточно большое. Для этого мы с одной стороны

используем центарлизаторную конструкцию Ольшанского, которая приближает янги

ан 𝑌 (gl𝑛) с помощью подалгебр 𝑈(gl𝑛+𝑘)gl𝑘 , с другой стороны, результаты Шувалова и

Тарасова, которые описывают предельные подалгебры алгебр сдвига аргумента.

1.8.3 Подалгебры сдвига аргумента

Пусть 𝐹 (𝐶) ⊂ 𝑈(gl𝑛) — образ 𝐵(𝐶) ⊂ 𝑌 (gl𝑛) при отображении вычисления

𝑌 (gl𝑛) → 𝑈(gl𝑛). Подалгебры 𝐹 (𝐶) не меняется при добавлении скалярной матрицы

к 𝐶. Присоединенная градуированная 𝐹 (𝐶) есть Пуассоново коммутативная алгебра

𝐹 (𝐶) ⊂ 𝑆(gl𝑛) известная как алгебра сдвига аргумента так как она порождена инвари

антами присоединенного представления 𝑆(gl𝑛) сдвинутых на 𝑡𝐶 для всех 𝑡 ∈ C.

Пусть 𝐶 диагональная матрица с попарно различными собственными значени

ями 𝑧1, . . . ,𝑧𝑛. Тогда алгебра 𝐹 (𝐶) содержит квадратичные элементы 𝐻𝑖 :=
∑︀
𝑗 ̸=𝑖

𝑒𝑖𝑗𝑒𝑗𝑖
𝑧𝑖−𝑧𝑗 ко

торые являются коэффициентами (некоторой версии) 𝐾𝑍 связности. Более того 𝐹 (𝐶)

и 𝐹 (𝐶) однозначно определены подпространствами 𝑄𝐶 ⊂ 𝑆(gl𝑛) которое является ли

нейным пространством, порожденным 𝐻𝑖. Заметим, что 𝐻𝑖 не меняются при афинном
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преобразовании всех 𝑧, следовательно пространство параметров соответсвующих алгебр

сдвига аргумента есть конфигурационное пространство 𝑛 попарно различных точек на

афинной прямой, или, эквивалентно, конфигурационным пространством 𝑀0,𝑛+1 𝑛 + 1

различной точки на проективной прямой. Из результатов Aguirre, Felder and Veselov

следует, что замыкание семейства подпространств 𝑄𝐶 ⊂ 𝑆(gl𝑛) есть компактификация

Делиня-Мамфорда 𝑀0,𝑛+1, что важно для нашего доказательства.

1.8.4 Централизаторная конструкция

Пусть 𝐴0 = C[ℰ1,ℰ2, . . . , ] — фильтрованная алгебра многочелнов от бесконеч

ного числа переменных, так что deg ℰ𝑖 = 𝑖. Централизаторная конструкция Ольшан

ского это набор сюръективных гомоморфизмов фильтрованных алгебр 𝑌 (gl𝑛) ⊗ 𝐴0 →
𝑈(gl𝑛+𝑘)gl𝑘 , обобщающих отображение вычисления. Известно, что пересечение ядер этих

гомоморфизмов нулевое, следовательно, этот набор гомоморфизмов можно рассматри

вать как асимптотический изоморфизм, то есть для любой фильтрованной компоненты

𝑌 (gl𝑛)⊗𝐴0 существует 𝐾 ∈ Z такое, что для любого 𝑘 > 𝐾 ограничение гомоморфизма

на фильтрованную компоненту является изоморфизмом. Идея доказательства состоит

в анализе пространства параметров образов 𝐵(𝐶) при централизаторной конструкции.

Так как централизаторная конструкция — изоморфизм, то замыкание пространство

стабилизируется для 𝑘 >> 0.

1.8.5 План доказательства

Мы докажем, что образ 𝐵(𝐶) ⊗ 𝐴0 в централизаторе 𝑈(gl𝑛+𝑘)gl𝑘 содержится в

некоторой нерегулярной алгебре сдвига аргумента 𝐹 (𝐶(𝑘)) и, более того, 𝐹 (𝐶(𝑘)) асимп

тотически изоморфно 𝐵(𝐶) ⊗ 𝐴0. Далее мы покажем, что замыкание пространства па

раметров для подалгебр 𝐹 (𝐶(𝑘)) есть 𝑀0,𝑛+2 (реализованное как подмногообразие в

𝑀0,𝑛+𝑘+1, параметризующее все алгебры сдвига аргумента в 𝑈(gl𝑛+𝑘)). Так как замы

кание пространства параметров для 𝐹 (𝐶(𝑘)) не зависит от 𝑘, замыкание пространства

параметров для алгебр Бете в 𝑌 (gl𝑛) есть тоже 𝑀0,𝑛+2.

Далее, из результатовШувалова и Тарасова мы выводим, что любая предельная

алгебра вида 𝐹 (𝐶(𝑘)) является свободной полиномиальной и максимальной коммутатив

ной подалгеброй в 𝑈(gl𝑛+𝑘)gl𝑘 . Так как 𝐵(𝐶) ⊗ 𝐴0 асимптотически изоморфно 𝐹 (𝐶(𝑘)),

тот же факт верен для предельных подалгебр Бете, отвечающих точкам в 𝑀0,𝑛+2. Ис

пользуя результаты Шувалова, а именно описание предельных подалгебр сдвига аргу

менты, мы явно описываем простейшие пределы, отвечающие общей точки в страте

коразмерности 1 в 𝑀0,𝑛+2, в терминах подалгебр Бете и алгебр сдвига аргумента для
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меньших 𝑛. Повторяя эту процедуру мы получаем явное описание всех предельных

подалгебр Бете.

1.8.6 Обобщение для янгианов других типов

Для любой полупростой алгебры Ли g(или, более общо, для лююой алгебры

Каца-Муди g) можно построить янгиан 𝑌 (g), квантовую группу, получаемую из раци

ональной 𝑅– матрицы для g. Для любого элемента 𝐶 картанова тора 𝑇 соответствую

щей группы Ли 𝐺 можно сопоставить подалгебру Бете, порожденную следами произ

ведений 𝐶 с 𝑅– матрицей во всех неприводимых представлениях. Это коммутативная

подалгебра, которая, гипотетически, макимальная коммутативная для регулярного 𝐶.

Многообразие, параметризующие все возможные пределы таких коммутативных по

далгебр является компактификацией множества 𝑇 𝑟𝑒𝑔 регулярных элементов тора (как

про-алгебраическая схема). Наша теорема для случая g = gl𝑛 утверждает, что это замы

кание есть 𝑀0,𝑛+2. Естественное обобщение этого утверждения на алгебры Ли других

типов это Де Кончини- Прочези замыкание дополнения до некоторого набора подмно

гообразий в торическом многообразии. Рассмотрим торическое многообразие 𝑋 (на нем

действует максимальный тор 𝑇 ⊂ 𝐺) которое отвечает вееру из корневых гиперплос

костей. Другими словами, 𝑋 есть замыкание общей 𝑇 - орбиты в многообразии флагов

𝐺/𝐵. Мы можем рассматривать 𝑇 𝑟𝑒𝑔 как дополнение к набору гиперповерхностей в 𝑋.

Следую работе Де Кончини и Прочези, можно построить компактификацию 𝑀g 𝑇
𝑟𝑒𝑔 с

помощью раздутия неразложимых пересечений гиперповерхностей в 𝑋.

Гипотеза. 𝑀g есть пространство параметров подалгебр Бете в янгиане 𝑌 (g).

Замечание. Заметим, что𝑀0,𝑛+2 есть замыкание Де Кончини-Прочези 𝑇 𝑟𝑒𝑔 для g = gl𝑛.

Замечание. Для бесконечных систем корней (например, для афинных алгебр Каца

Муди) 𝑀g не является хорошо определенной алгебраической схемой, но хорошо опреде

лено как про-алгебраическая схема. С другой стороны, в этом случае подалебры Бете

сами являются не подалгебрами янгиана, а некоторого пополнения, которое есть об

ратный предел определенных факторов янгиана. Поэтому, мы можем обобщить нашу

гипотезу для янгианов бесконечномерных алгебр Ли, говоря, что эти два обратных

предела изоморфны.

1.8.7 Приложение к кристалам

По аналогии с алгебрами сдвига аргумента и подалгебрами Годена, мы ожи

даем что для вещественного значения параметра соответствующая предельная подал
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гебра имеет простой спектр в любом неприводимом представлении в любом неприво

димом(или интегрируемом) представлении янгиага. Тогда можно построить накрытие

𝑀g(R) для любого неприводимого представления 𝑌 (g). Слои этого накрытия есть мно

жества общих собственных подпротранств для элементов подалгебры Бете в этом пред

ставлении. Для модулей Кириллова-Решитихина, мы ожидаем естественную биекцию

слоев этого накрытия с соответствующими слоями кристалла Кириллова-Решитихина,

следовательно, получаем действие фундаментальной группы 𝜋1(𝑀g(R)) на кристалле.

Мы так же ожидаем, что это действие может быть описано в комбинаторных терминах.

1.9 Производные эквивалентности для алгебр симплектических отражений

Цель данной статьи — установить производную эквивалентность между кате

гориями модулей над симплектическими алгебрами (введенных Этингофом и Гинзбур

гом) и рассмотреть некоторые приложения.

Давайте кратко напомним что такое эти алгебры. Пусть 𝑉 — конечномерное

симплектическое векторное пространство над C. Пусть Γ — конечная подгруппа Sp(𝑉 ).

Тогда мы можем рассмотреть смэш-произведение C[𝑉 ]#Γ, которое совместимо с есте

ственной градуировкой. Симплектическая алгебра отражений 𝐻𝑐 это фильтрованная

деформация C[𝑉 ]#Γ (замечание для экспертов: в этой статье мы рассматриваем только

деформации с 𝑡 = 1, о которых нужно думать как о "кватнованиях"C[𝑉 ]#Γ). Здесь 𝑐 —

параметр деформации, то есть Γ-инвариантная функция, со значениями в C, определен
ная на множестве 𝑆 симплектических отражений в Γ. Пусть p обозначает пространство

таких функций. Под симплектическим отражением мы имеем ввиду элемент 𝑠 ∈ Γ,

такой что rk(𝑠− 1) = 2. Мы напомним определение 𝐻𝑐 позже.

Рассмотрим CΓ ⊂ 𝐻𝑐 и усредняющий идемпотент 𝑒 ∈ CΓ. Сферическая подал

гебра 𝑒𝐻𝑐𝑒 есть квантование C[𝑉 ]Γ. Многообразие 𝑉/Γ есть коническая симплектиче

ская особенность. Рассмотрим ее Q-факториальную разрешению 𝑋. Мы можем гово

рить о фильтрованном квантовании 𝒪𝑋 . Это есть пучки фильтрованных алгебр 𝑋 (в

так называемой конической топологии). Фильтрованное квантование 𝑋 параметризует

ся 𝐻2(𝑋𝑟𝑒𝑔,C), для 𝜆 ∈ 𝐻2(𝑋𝑟𝑒𝑔,C) мы пишем 𝒟𝜆 для соответствующего квантования.

Более того, известно, что есть афинный изоморфизм p
∼−→ 𝐻2(𝑋𝑟𝑒𝑔,C), 𝑐↔ 𝜆, такой что

𝑒𝐻𝑐𝑒 ∼= Γ(𝒟𝜆).

Далее, рассмотрим первый основной результат этой статьи (который стандар

тен, если 𝑋 гладкое, но, для большинства Γ многообразие 𝑋 не гладкое).

Теорема 1.9.1. Пучок алгебр 𝒟𝜆 простой для любого 𝜆 ∈ 𝐻2(𝑋𝑟𝑒𝑔,C).

99



Наш следующий основной результат — доказательство гипотезы из [227, Section

7.1]. Мы говорим, что параметры 𝑐,𝑐′ ∈ p имеют целая разность если их образы в

𝐻2(𝑋𝑟𝑒𝑔,C) лежат в образе Pic(𝑋𝑟𝑒𝑔).

Теорема 1.9.2. Пусть 𝑐,𝑐′ ∈ p имеют целочисленную разность. Тогда существует произ

водная эквивалентность 𝐷𝑏(𝐻𝑐 -mod)
∼−→ 𝐷𝑏(𝐻𝑐′ -mod).

Эта теорема доказана, с помощью стратегии, использованной в [148, Section 5]

в частном случае "wreath-product"групп. Мы конструируем некоторый пучок 𝒫 на 𝑋,

который мы называем пучок Прочези, который обобщает понятие расслоения Прочези

в случае когда 𝑋 гладкое. Затем мы квантуем его до правого 𝒟𝑐-модуля, обозначаемого

через 𝒫𝑐 (где мы пишем 𝒟𝑐 для 𝒟𝜆, где 𝜆 ∈ 𝐻2(𝑋𝑟𝑒𝑔,C) отвечает 𝑐 ∈ p). Можно показать,

что для подходящего выбора 𝒫 , мы имеем End𝒟𝑜𝑝𝑝
𝑐

(𝒫𝑐)
∼−→ 𝐻𝑐.

Теорема 1.9.3. Верно нижеследующее:

а) Когда 𝑐,𝑐′ имеют целую разность, категории Coh(𝒟𝑐),Coh(𝒟𝑐′) когереньных 𝒟𝑐-

and 𝒟𝑐′-модулей эквивалетны.

б) Функтор Γ(𝒫𝑐 ⊗𝒟𝑐 ∙) : 𝐷𝑏(Coh(𝒟𝑐))
∼−→ 𝐷𝑏(𝐻𝑐 -mod) — эквивалентоность.

Опишем некоторые приложения и следствия из нашей конструкции. Любая

пара (𝑋,𝒫) Q-факториальных разрешений 𝑋 𝑉/Γ и пучок Прочези 𝒫 на 𝑋 дают

𝑡-структуру на 𝐷𝑏(𝐻𝑐 -mod). Ниже мы опишем, что теорема [156, Theorem 3.1] обобщает

нашу ситуацию (и даже более общую): некоторые t-структуры, которые мы рассматри

ваем сохраняют друг друга.

Мы так же устанавливаем следующий факт ((2) гипотеза в статье Этингофа и

Гинзбурга [147]):

Теорема 1.9.4. Следующее верно для всех 𝑐 ∈ p.

а) Регулярный 𝐻𝑐-бимодуль 𝐻𝑐 имеет конечную длину.

б) Обобщенное неравенство Бернштейна выполнено для𝐻𝑐: GK- dim(𝑀) > GK- dim𝐻𝑐/Ann(𝑀).

Сведение (2) к (1) было сделано в [228]. Мы описываем необходимые модифи

кации доказательства из [228] которые доказывают (1).

1.10 Многокомпонентная редукция бездисперсионной иерархии DKP

DKP иерархия является одним из примеров интегрируемых иерархий с 𝐷∞ сим

метрией, введеная Джимбо и Мива в 1983 году [164]. Она была впоследствии переоткры

та и стала известна как связанная иерархия КП [165] и Пфаффова решетка [166, 167],
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см. также [168, 169, 170]. Решения и алгебраическая структура были изучены в работе

[171, 172, 173], связь с матричными интегралами была получена в [166, 167, 168, 174, 175].

Бездисперсионная версия иерархии DKP ( dDKP иерархия) была предложена

в [176, 177]. Она является бесконечной системой дифференциальных уравнений на ве

щественно-значную функцию 𝐹 = 𝐹 (t) бесконечного числа (вещественных) “времен”

t = {𝑡0, 𝑡1, 𝑡2, . . .}. Дифференциальные уравнения получаются разложением уравнений

𝑒𝐷(𝑧)𝐷(𝜁)𝐹

(︂
1 − 1

𝑧2𝜁2
𝑒2𝜕𝑡0 (2𝜕𝑡0+𝐷(𝑧)+𝐷(𝜁))𝐹

)︂
= 1 − 𝜕𝑡1𝐷(𝑧)𝐹 − 𝜕𝑡1𝐷(𝜁)𝐹

𝑧 − 𝜁
,

𝑒−𝐷(𝑧)𝐷(𝜁)𝐹 𝑧
2𝑒−2𝜕𝑡0𝐷(𝑧)𝐹 − 𝜁2𝑒−2𝜕𝑡0𝐷(𝜁)𝐹

𝑧 − 𝜁
= 𝑧 + 𝜁 − 𝜕𝑡1

(︁
2𝜕𝑡0 +𝐷(𝑧) +𝐷(𝜁)

)︁
𝐹,

где

𝐷(𝑧) =
∑︁
𝑘>1

𝑧−𝑘

𝑘
𝜕𝑡𝑘

по степеням 𝑧, 𝜁. Функция 𝐹 соответствует логарифму тау-функции в случае бездис

персионной иерархии KP (см., к примеру, [178, 179]).

В работе [180, 181] было показано, что уравнения (1.10), (1.10), перезаписанные

в эллиптической параметризации (а именно, в терминах тэта-функциях Якоби 𝜃𝑎(𝑢,𝜏) )

принимают хорошую и наводящую на некоторые мысли форму, которая выглядит как

естественное продолжение бездисперсионной иерархии КП:

(𝑧−1 − 𝜁−1)𝑒(𝜕𝑡0+𝐷(𝑧))(𝜕𝑡0+𝐷(𝜁))𝐹 =
𝜃1(𝑢(𝑧)−𝑢(𝜁),𝜏)

𝜃4(𝑢(𝑧)−𝑢(𝜁),𝜏)
.

Здесь функция 𝑢(𝑧) определена уравнением

𝑒𝜕𝑡0 (𝜕𝑡0+𝐷(𝑧))𝐹 = 𝑧
𝜃1(𝑢(𝑧),𝜏)

𝜃4(𝑢(𝑧),𝜏)
.

Модулярный параметр 𝜏 является динамической переменной : 𝜏 = 𝜏(t). Эта особенность

говорит о схожести с уравнением Уизема в роде 1 [182] и интегрируемыми структурами

на плоскости [183]. Мы предполагаем, что 𝜏 чисто мнимое.

Рассмотрим решение иерархии, такое что 𝑢(𝑧, t) and 𝜏(t) зависит от времен

посредством одной переменной 𝜆 = 𝜆(t): 𝑢(𝑧, t) = 𝑢(𝑧, 𝜆(t)), 𝜏(t) = 𝜏(𝜆(t)). В [180]

было показано, что такие одно-компонентные редукции классифицируются решения

ми дифференциального уравнения, являющегося эллиптическим аналогом известного

уравнения Левнера (см. , [184, Chapter 6]). В комплексном анализе, такое эллиптичсекое

уравнение Левнера так же известно как уравнение уравнение Goluzin-Komatu [185, 186],
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[187, 188, 189, 190]:

4𝜋i 𝜕𝜆𝑢(𝑧, 𝜆) =
[︁
− 𝜁1

(︁
𝑢(𝑧, 𝜆)+𝜉(𝜆), 𝜏

2

)︁
+ 𝜁1

(︁
𝜉(𝜆), 𝜏

2

)︁]︁𝜕𝜏
𝜕𝜆
,

где 𝜁1(𝑢, 𝜏) := 𝜕𝑢 log 𝜃1(𝑢, 𝜏) и 𝜉(𝜆) произвольная (непрерывная) функция переменного

𝜆 ( “driving function”). Это уравнение является основным в теории параметрических

конформных отображений из двусвязных областей с разрезами в кольцевую область.

Похожее отношение между хордовым уравнением Левнера и одно-компонентной редук

цией dKP было известно из работ Гиббонса и Царева [191, 192]. Дальнейшее развитие

этого обсуждалось в работах [193, 194, 195, 196, 197].

В данной работе мы изучаем диагональные 𝑁 -компонентные редукции иерар

хии dDKP, при условии, что 𝑢 зависит от времен посредством 𝑁 вещественных пере

менных 𝜆𝑗. Начальная точка – система 𝑁 эллиптических уравнений Левнера, характе

ризующиеся зависимостью 𝑢(𝑧) от переменных 𝜆𝑗:

4𝜋i 𝜕𝜆𝑗
𝑢(𝑧, {𝜆𝑖}) =

[︁
− 𝜁1

(︁
𝑢+𝜉𝑗 ,

𝜏
2

)︁
+ 𝜁1

(︁
𝜉𝑗 ,

𝜏
2

)︁]︁ 𝜕𝜏
𝜕𝜆𝑗

,

Их условие совместности представляется как эллиптическая система Гиббонса-Царева.

Временная зависимость от переменных 𝜆𝑗 фиксируется системой квазилинейных урав

нений в частных производных вида

𝜕𝜆𝑗
𝜕𝑡𝑘

= 𝜑𝑗,𝑘({𝜆𝑖})
𝜕𝜆𝑗
𝜕𝑡0

,

с 𝜑𝑗,𝑘({𝜆𝑖}), определенных с помощью "эллиптичсеких функций Фабера". Мы показы

ваем, что система (1.10) совместна, и соответствующая диагональная метрика является

метрикой Егоровского типа. Система (1.10) может быть решена обобщенным методом

годографа, разработанного Царевым в [198]. Общая теория уравнений гидродинамиче

ского типа описана в [199, 200, 201].

1.11 Степень бифуркационного множества общего полиномиального отобра

жения

Поставим в соответствие точке 𝑎 решетки Z𝑛 моном 𝑥𝑎 = 𝑥𝑎11 · · ·𝑥𝑎𝑛𝑛 , а конечно

му множеству 𝐴 ⊂ Z𝑛 – пространство многочленов Лорана C𝐴 =
{︀∑︀

𝑎∈𝐴 𝑐𝑎𝑥
𝑎, 𝑐𝑎 ∈ C

}︀
(здесь и далее мы следуем обозначениям работы [?]). Многочлен Лорана 𝑓 ∈ C𝐴 опре

деляет функцию на комплексном торе 𝑓 : (C ∖ {0})𝑛 → C.

Мы изучим бифуркационное множество отображения 𝑓 = (𝑓0, . . . ,𝑓𝑘) : (C∖{0})𝑛 →
C𝑘+1, где 𝑓𝑖 ∈ C𝐴𝑖 – многочлены Лорана общего положения. Напомним, что бифур
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кационное множество – это минимальное (по включению) алгебраическое множество

𝐵 ⊂ C𝑘+1 такое, что над его дополнением 𝐵′ отображение 𝑓 : 𝑓−1(𝐵′) → 𝐵′ являет

ся локально тривиальным расслоением. В нашей ситуации, кроме одного очевидного

исключительного случая, бифуркационное множество оказывается алгебраической ги

перповерхностью, и мы вычислим ее степень.

Мы будем предполагать без ограничения общности, что
⋃︀

𝑖𝐴𝑖 не содержится

в собственной подрешетке Z𝑛 (иначе отображение 𝑓 разлагается в композицию (C ∖
{0})𝑛 → (C ∖ {0})𝑚 → C𝑘+1, где первое отображение – эпиморфизм групп, а второе

имеет то же бифуркационное множество, что и 𝑓 , но удовлетворяет желаемому предпо

ложению).

Чтобы сформулировать ответ, обозначим через ♯𝐴 число точек решетки Z𝑛 в

выпуклой оболочке множества 𝐴 ⊂ R𝑛, а через dim𝐴 – размерность порожденного им

векторного подпространства. Напомним, что суммой Минковского множеств 𝐴𝑖 ⊂ R𝑛

называется множество
{︀∑︀

𝑖 𝑎𝑖 | 𝑎𝑖 ∈ 𝐴𝑖

}︀
, а сумма пустого семейства по определению

полагается равной {0}.

Теорема 1.11.1. Пусть 𝐴𝑖 ⊂ Z𝑛 таковы, что
⋃︀

𝑖𝐴𝑖 не содержится в собственном подпро

странстве R𝑛, и 𝑓𝑖 ∈ C𝐴𝑖 – многочлены Лорана общего положения.

1) Если существует 𝐼 ⊂ {0, . . . ,𝑘} такое, что dim
⋃︀

𝑖∈𝐼 𝐴𝑖 < |𝐼| − 1, то образ

отображения 𝑓 = (𝑓0, . . . ,𝑓𝑘) : (C ∖ {0})𝑛 → C𝑘+1 имеет коразмерность больше 1 (и би

фуркационное множество является его замыканием).

2) В противном случае каждая неприводимая компонента 𝐵𝑖 бифуркационного

множества отображения 𝑓 = (𝑓0, . . . ,𝑓𝑘) : (C ∖ {0})𝑛 → C𝑘+1 имеет коразмерность 1 (т. е.

𝐵𝑖 задается неприводимым полиномиальным уравнением 𝑔𝑖 = 0). В этом предположе

нии справедливо также следующее утверждение.

3) Для точек общего положения 𝑦 ∈ C𝑘+1 и 𝑦𝑖 ∈ 𝐵𝑖 разность 𝜒(𝑓−1(𝑦𝑖)) −
𝜒(𝑓−1(𝑦)) аддитивных эйлеровых характеристик с точностью до знака (−1)𝑛−𝑘 явля

ется натуральным числом 𝑏𝑖.

4) Степень дивизора
∑︀

𝑖 𝑏𝑖𝐵𝑖 (т. е. степень многочлена
∏︀

𝑖 𝑔
𝑏𝑖
𝑖 ) равна

(−1)𝑛+1
∑︁

06𝑞<𝑏0+···+𝑏𝑘6𝑛+1
𝑏𝑖>0

(−1)
∑︀

𝑖 𝑏𝑖𝐶
𝑘+

∑︀
𝑖 𝑏𝑖

𝑛+𝑘+1 ♯
(︁
{0} ∪

⋃︁
𝑐0+···+𝑐𝑘=𝑞

06𝑐𝑖6𝑏𝑖

∑︁
𝑖

𝑐𝑖𝐴𝑖

)︁
. (*)

Пункты 1)–3) доказаны в [?, следствие 1.20], доказательство п. 4) дано ниже.

Замечание. (i) Достаточное условие общего положения для многочленов 𝑓𝑖 в этой теоре

ме – невырожденность набора (𝑓0, . . . ,𝑓𝑘) и всех его поднаборов размера 𝑘 относительно
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выпуклых оболочек 𝐴𝑖 в смысле работы [?]. Напомним определение этого условия: на

зовем грани Γ𝑖 выпуклых оболочек 𝐴𝑖 совместимыми, если
∑︀

𝑖 Γ𝑖 – грань выпуклой

оболочки 𝐴𝑖. Для многочлена 𝑓𝑖(𝑥) =
∑︀

𝑎∈𝐴𝑖
𝑐𝑎𝑥

𝑎 обозначим многочлен
∑︀

𝑎∈Γ𝑖
𝑐𝑎𝑥

𝑎 через

𝑓Γ𝑖
𝑖 (𝑥). Набор (𝑓0, . . . ,𝑓𝑘) невырожден относительно (𝐴0, . . . ,𝐴𝑘), если 0 является регу

лярным значением отображения (𝑓Γ0
0 , . . . ,𝑓Γ𝑘

𝑘 ) : (C ∖ {0})𝑛 → C𝑘+1 для каждого набора

совместимых граней Γ𝑖.

(ii) Число (*) оценивает сверху степень бифуркационного множества без есте

ственных кратностей, которые мы приписали его компонентам. Однако для наиболее

естественных классов носителей 𝐴𝑖 кратности всех компонент равны 1, так что сте

пень бифуркационного множества в обычном понимании (без кратностей) в точности

равна (*). В частности, это верно, если мы исследуем общие многочлены 𝑓𝑖 данных

степеней. Это следует из явного вычисления кратностей компонент бифуркационного

множества в терминах множеств 𝐴𝑖 в работе [?].

(iii) Напомним, что смешанный объем – единственная симметричная полили

нейная (в смысле сложения по Минковскому) функция 𝑛 выпуклых тел в R𝑛, значение

которой на 𝑛 экземплярах одного тела равно его объему. Будем обозначать смешанный

объем выпуклых оболочек 𝐴1, . . . ,𝐴𝑛 ⊂ R𝑛 мономом 𝐴1 · · ·𝐴𝑛. По теореме 24 из [?],

выражение (*) равно сумме

(𝑛+ 1)!
∑︁

𝑎0+···+𝑎𝑘=𝑛+1

̃︀𝐴𝑎0
0 · · · ̃︀𝐴𝑎𝑘

𝑘 , (**)

где ̃︀𝐴𝑖 ⊂ R𝑛 ⊕ R1 – объединение 𝐴× {0} и {0} × [0,1].

Доказательство п. 4) теоремы. Пусть 𝑦0, . . . ,𝑦𝑘 – стандартные координаты в C𝑘+1,

тогда искомое бифуркационное множество совпадает с бифуркационным множеством

проекции графика 𝑓0(𝑥) − 𝑦0 = · · · = 𝑓𝑘(𝑥) − 𝑦𝑘 = 0 в произведении (C ∖ {0})𝑛 × C𝑘+1

на второй множитель. Многогранник Ньютона уравнения бифуркационного множества

(с учетом кратности) для этой проекции можно вычислить по теореме 4.4.2 работы [?],

ответом будет сумма некоторых смешанных расслоенных многогранников
∑︀

𝑖𝑀𝑖. Так

как степень многочлена – это значение опорной функции его многогранника Ньютона

в точке (1, . . . ,1), осталось вычислить сумму значений опорных функций многогранни

ков𝑀𝑖 в точке (1, . . . ,1). Это можно сделать по формуле для опорной функции смешан

ного расслоенного многогранника из работы [?], и ответом окажется выражение (**),
которое равно (*) по теореме 24 из [?]. Пункт 4) теоремы доказан.

Более естественная задача – получить аналог доказанной теоремы для отобра

жения 𝑓 = (𝑓0, . . . ,𝑓𝑘) : C𝑛 → C𝑘+1 с компонентами общего положения 𝑓𝑖 ∈ C𝐴𝑖 при
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условии, что носители 𝐴𝑖 содержатся в положительном октанте Z𝑛
+. Однако эта задача

существенно сложнее: аналог п. 1) при такой формулировке верен, но аналог п. 3) – нет.

Гипотеза. Если 𝐴0, . . . ,𝐴𝑘 ⊂ Z𝑛
+, то для отображения 𝑓 = (𝑓0, . . . ,𝑓𝑘) : C𝑛 → C𝑘+1 с ком

понентами 𝑓𝑖 ∈ C𝐴𝑖 верен аналог пп. 1) и 2) доказанной теоремы.

1.12 О размерности роста модулярных неприводимых представлений полупро

стых алгебр Ли

В данной работе мы изучаем теорию представлений полупростых алгебр Ли над

алгебраически замкнутыми полями польшой положительной характеристики. Пусть 𝐺

является полупростой алгебраической группой над C и g ее алгебра Ли. Тогда g опре

делена над Z, таким образом, для алгебраически замкнутого поля ℱ характеристики

𝑝 можно определить gℱ над ℱ . Универсальная обертывающая алгебра 𝑈(gℱ) конеч

на над своим центром, а именно, мы имеем вложение центральной алгебры 𝑆(g
(1)
ℱ ) →˓

𝑈(gℱ), 𝑥 ↦→ 𝑥𝑝 − 𝑥[𝑝], где верхний индекс (1) обозначает Фробениусов твист, а индекс [𝑝]

отвечает за 𝑝-ю степень отображения g
(1)
ℱ → gℱ . Образ известен как 𝑝-центр. В частно

сти, все неприводимые представления gℱ конечномерны. Ниже мы будем полагать, что

𝑝≫ 0 (хотя некоторые утверждения имеют место и для более слабых условий).

Пусть h Картановская подалгебра g. Можно отождествить 𝑈(gℱ)𝐺ℱ ∼−→ ℱ [h*]𝑊

(изоморфизм Хариш-Чандры), центральная подалгебра 𝑈(gℱ)𝐺ℱ ⊂ 𝑈(gℱ) известна как

центр Хариш-Чандры. Зафиксируем 𝜆 ∈ h* и рассмотри соответствующую централь

ную 𝒰𝜆,ℱ алгебры 𝒰(gℱ). Далее, для 𝜒 ∈ g
(1)*
ℱ можно рассмотреть следующую централь

ную редукцию 𝒰𝜒
𝜆,ℱ , это конечномерная алгебра. Очевидно, что каждое неприводимое

представление 𝑈(gℱ) пропускается через ровно одно неприводимое 𝑈𝜒
𝜆,ℱ (некоторое из

этих частей нулевые).

Изучение теории представлений алгебр 𝒰𝜒
𝜆,ℱ может быть сведено к случа, когда

элемент 𝜒 нильпотентен. Здесь алгебра 𝒰𝜒
𝜆,ℱ ненулевая тогда и только тогда, когда

𝜆 ∈ h*ℱ𝑝
. Напомним некоторые результаты первого автора и его сооавторов о теории

представлений 𝒰𝜒
𝜆,ℱ .

Рассмотрим многообразие флагов ℬ для g (над C). Пусть 𝑒 нильпотентный эле
мент g, лежащий в орбите, соответствующей 𝜒 (так как 𝑝≫ 0, существует натуральная

биекция между нильпотентными орбитами g и g
(1)
ℱ ). Рассмотрим соответствующий слой

Спрингера ℬ𝑒. В [216] для регулярного 𝜆, авторы построили отождествления

𝐾0(𝒰𝜒
𝜆,ℱ -mod)

∼−→ 𝐾0(Coh(ℬ𝑒))
∼−→ 𝐻*(ℬ𝑒,C)
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( в настоящей работе все 𝐾0-группы будут над C но, фактически, первый изоморфизм

имеет место над Z).

Существует способ отождествить классы простых под действием этого изомор

физма, предугаданный Люстигом и доказанный в [214]. Пространство 𝐾0(Coh(ℬ𝑒)) до

пускает 𝑞-деформацию, эквивариантная группа 𝐾-теории 𝐾0(CohC×
(ℬ𝑒)) для действия

стягиванием C× на ℬ𝑒, [233, Section 6]. Далее, согласно [214], существует канонический

базис B в 𝐾0(CohC×
(ℬ𝑒)), такой, что классы простоты в 𝐾0(Coh(ℬ𝑒)) специализируют

ся элементами B to 𝑞 = 1. Единственным, что нужно узнать о B является то, что оно

независит от 𝑝 (и зависит не от 𝜆, а от его p-алькова, но нам не нужно это).

Неявность такого канонического базиса является большой проблемой.К при

меру,неясно, как посчитать размерности неприводимых модулей. Цель этой работы -

получить явную информацию о каноническом базисе и размерностях соответствующих

простых модулей. Мы хотим понять зависимость размерносетй от 𝑝.

Сперва, напомним, что 𝐾0(CohC×
(ℬ𝑒)) - модуль над афинной алгеброй Гекке

ℋ𝑞(𝑊
𝑎). Здесь и далее мы будем афинную группу Вейля g обозначать𝑊 𝑎,𝑊 𝑎 = 𝑊n𝑄,

где 𝑄 решетка корней.

Зафиксируем конечную локализацию 𝑅 для Z и доминантный регулярный эле

мент 𝜆 ∈ h*𝑅. Тогда для 𝑝 ≫ 0, можно ограничить 𝜆 на элемент в h*F𝑝
. Далее, зафикси

руем 𝑏 ∈ B, и пусть 𝑉𝜆,𝑝(𝑏) обозначает соответствующий простой элемент в 𝒰𝜒
𝜆,ℱ -mod.

Тогда (для 𝜆 и 𝑏 фиксированных) dim𝑉𝜆,𝑝(𝑏) известно и полиномиальна по 𝑝, в предпо

ложении, что 𝑝 удовлетворяет некоторому условию конгруэнтности, зависящему от 𝜆.

Нашей первой целью будет определить степень этого полинома.

Заметим, что 𝜆 определяет собственную стандартную параболическую подгруп

пу 𝑊[𝜆] ⊂ 𝑊 𝑎. Ма рассматриваем действие 𝑊 𝑎 на h*Q. Пусть 𝜆
∘ является пересечением

f 𝑊 𝑎𝜆 с фундаментальным альковом. Для 𝑊[𝜆] рассмотрим стандартную параболиче

скую подгруппу, порожденную простыми отражениями, соответствующими стенкам,

содержащим 𝜆∘. К примеру, когда 𝜆 ∈ 𝑄, имеем 𝑊[𝜆] = 𝑊 (как стандартная параболи

ческая подгруппа 𝑊 𝑎).

Рассмотри разбиение 𝑊[𝜆] в двусторонние клетки. Такое разбиение так же опре

деляет разбиение неприводимых 𝑊[𝜆]-модулей (или ℋ𝑞(𝑊[𝜆])-модулей для общих 𝑞) на

семейства. Фильтруем модуль𝐾0(CohC×
(ℬ𝑒)) в соответствии с двусторонними клетками

𝑊[𝜆]. А именно, для заданной c двусторонней клетки 𝑊[𝜆], пусть 𝐾0(CohC×
(ℬ𝑒))6c озна

чает пересечение 𝐾0(CohC×
(ℬ𝑒)) с суммой всех неприводимых ℋ𝑞(𝑊[𝜆])-подмодулей в

локализованном 𝐾0 котрые принадлежат семейству, индексированному двусторонними

клетками c′ 6 c.
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Следующая теорема является основным результатом данной статьи. Напоним,

что из двусторонней клетки c в 𝑊[𝜆] мы можем восстановить нильпотентную орбиту Oc

in g.

Теорема 1.12.1. Верно следующее

а) Для любого регулярного 𝜆 ∈ h*𝑅, базис B 𝐾0(CohC×
(ℬ𝑒)) совместим с фильтра

цией 𝐾0(CohC×
(ℬ𝑒))6c.

б) Let 𝑏 ∈ B лежащей в 𝐾0(CohC×
(ℬ𝑒))6c но в меньших фильтрованных компонен

тах. Тогда степень многочлена dim𝑉𝜆,𝑝(𝑏) по 𝑝 равна dimOc/2.

Замечание. Существует классический аналог (2) для категорий в характерестике 0, та

кой как категория 𝒪. Есть результаты Гельфанда-Кириллова о размерностей модулей,

отвечающих каноническому базисному элементу равному dimOc/2. То есть часть (2)

означает, что степень многочлена размерностей есть модулярный аналог размерностей

Гельфанда-Кириллова. Эвристически, это может быть проверено следующим образом:

модуль размерноси Гельфанда-Кириллова 𝑑 имеет такой же размер как пространство

сечений когерентного пучка на g* с носителем рзмерности 𝑑, тогда как модуль в характе

ристике 𝑝, чья размерность 𝐷 выражена многочленом степени 𝑑 имеет такой же размер

как пространство сечений таких когерентных пучков ограниченных на фробениусову

окрестность точки.

Можно переформулировать (2) следующим образом. Ниже мы увидим, что

существует единственный примитивный идеал 𝒥 ∈ 𝒰 , такой, что простой модуль,

отвечающий 𝑏 зануляется при редукции 𝒥 mod 𝑝. Мы увидим, что Oc является ас

социированным многообразием для 𝒥 , так что степень размерности полинома равна
1
2

GK- dim(𝒰/𝒥 ). Мы ожидаем, что аналог этого результата имеет место и в большей

общности, к примеру, для квантования симплектических особенностей.

Обсудим теперь некоторые применения Теоремы 1.12.1. Во-первых, она позво

ляет доказать гипотезы второго автора и Острика о классификации конечномерных

неприводимых модулей над конечной 𝑊 -алгеброй 𝒲 для (g,𝑒), см. [231, Section 7.6].

В частности, эта теорема влечет, что 𝐾0 для конечномерных представлений 𝒲 с цен

тральным характером 𝜆 совпадает с
⨁︀

c𝐾0(Coh(ℬ𝑒))6c), где сумма берется по всем

двусторонним клеткам в 𝑊[𝜆] таким, что Oc = 𝐺𝑒. На самом деле, для такой c мы

имеем 𝐾0(Coh(ℬ𝑒))<c) = 0. Первый автор и Каждан планируют использовать часть

(1) и результат, отмеченный в предыдущем предложении, чтобы изучать ограничения

характеров для unipotent неприводимых представлений p-адических групп.
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Другое применение, мотивирующее основной результат, есть усиленная вер

сия результата [211]. Главная мысль loc. cit. есть то, что определение вещественной

вариации стабильности, есть концепция, частично вдохновленная Bridgeland stability

condition на триангулированных категориях, и теорема утверждает, что категории 𝒰𝜒
𝜆,ℱ -

модулей приводят к такой структуре. Давайте опишем это более детально. Вышеуказан

ное соответствие𝐾0(𝒰𝜒
𝜆,ℱ -mod)

∼−→ 𝐾0(Coh(ℬ𝑒,ℱ)) приходит из эквивалентности триангу

лированных категорий T�̃� : 𝐷𝑏(𝒰𝜆,ℱ -mod𝜒) → 𝐷𝑏(Cohℬ𝑒(𝑇
*ℬℱ)), (определение T�̃� будет

напомнено позже). Здесь �̃� элемент решетки весов такой, что 𝜆 = �̃� mod 𝑝; Cohℬ𝑒(𝑇
*ℬℱ)

обозначает категорию когерентных пучков на 𝑇 *ℬℱ теоретикомножественно имеющих

носителем замкнутое подмногообразие ℬ𝑒, а 𝒰𝜆,ℱ -mod𝜒 есть категория модулей над

𝒰𝜆,ℱ где ядро 𝜒 действует нильпотентно. Образ абелевой категории 𝒰𝜆,ℱ -mod𝜒 при эк

вивалентности ℒ�̃�, т.е. сответствующая 𝑡-структура на 𝐷
𝑏(Cohℬ𝜒(𝑇 *ℬℱ)) зависит только

от 𝑝-алькова �̃�, а не от 𝜆. Следовательно мы получаем набор 𝑡-структур на производ

ной категории когерентных пучков, нумеруемых альковами; при этом хотя вышепри

веденные конструкции применимы к многообразиям большой простой характеристики,

𝑡-структуры допускают каноническое поднятие в 𝐷𝑏(Cohℬ𝑒(𝑇
*ℬC)).

Оказывается, что это является частью вещественной вариации стабмльности

условияси; содержание этих условий состоит в следующем: для двух соседних альковов,

имеющих общую грань коразмерности 1 производная эквивалентность между соответ

ствующей абелевой категорией есть сохраняющая эквивалентность с помощью некото

рого полиномиального отображения 𝑍 : t*R → 𝐾0(Coh(ℬ𝑒))
* называемго отображением

центрального заряда.

Гипотеза выдвинута в loc. cit. [211, Remark 6] и утверждает, что тоже свойство

дожно быть и у двух альковов, симметричных относительно грани большей коразмерно

сти относительно стратификации афинными кокорнями t*R. Мы выводим (утверждение

на самом деле эквивалентное) что гипотезу из Theorem 1.12.1. Мы ожидаем, что по

хожее утверждение выполняется для всех, или по крайней мере для широкого класса

симплектических особенностей.

1.13 Деформации операд и Граф-комплексы

В знаменитой серии статей по квантовым группам В.Дринфельд определил

группу Гротендика-Тейхмюллера ([244]) и объяснил, что она действует на множестве

квазитреугольных алгебр Хопфа посредством твистования соответствующей сплетен

ной тензорной категории их представлений. Дринфельд доказал, что данная группа

заведомо не является тривиальнои и заслуживает отдельного подробного рассмотре
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ния. Однако как ее описание, так и описание высших деформаций тензорной катего

рии с заплетением оставалось открытым вопросом в течение длительного периода. В

2000-ых годах Д.Тамаркин([251]), а позднее Т.Вильвахер([252]) и Б.Фрэсс ([245]) объ

яснили как проунипотентное пополнение группы Гротендика-Тейхмюллера связано с

гомотопическими деформациями операды маленьких дисков 𝐸2, впервые появившейся

у Бордмана и Фогта в [?]. В частности было доказано, что нулевые деформации операды

𝐸2 совпадают с алгеброй Ли Гротендика-Тейхмюллера.

На данный момент имеется несколько комплексов различного происхождения,

описывающих теорию деформаций операды 𝐸2. Одно из них, впервые предложенное

Концевичем ([249]), называется Граф-комплексом, поскольку имеет крайне простое ком

бинаторное описание: комплекс является линейной оболочкой графов, дифференциал

задается стягиванием ребра в графе. Когомологии данного комплекса называются гра

фовыми когомологиями, которые удивительным образом возникают и имеют приложе

ния в различных областях математики, таких как, теория деформаций, алгебраическая

топология и математическая физика.

В серии совместных работ [247],[248] с Т.Вильвахером и М.Живковичем нам

удалось доказать бесконечномерность когомологий графовых комплексов в различных

гомологических степенях, как в классическом комплексе Концевича, так и для воло

сатых граф-комплексов Ароне-Турчина [243]. Последние естественно возникают в опи

сании когомологий пространств вложений по Гудвилю и Вайсу ([246]). Мы построили

дополнительные трансгрессивные дифференциалы на графовых комплексах и, простей

шая аргументация спектральных последовательностей показывает, что когомологии

граф-комплексов должны быть не менее чем вдвое больше чем алгебра Ли Гротендика

Тейхмюллера, которая вложена в нулевые когомологии граф-комплексов. Мы считаем

это первым шагом в описании всего пространства графовых когомологий. Безусловно,

мы отдаем себе отчет в том, что полное описание графовых когомологий является столь

же неподъемной задачей, как и вычисление гомотопических групп сфер, однако раз

личные трансгрессивные дифференциалы помогут найти небольшие закономерности,

получить оценки на размерности и построить явные формулы для некоторых коцик

лов графовых комплексов. Заметим, что единственные известные на данный момент

формулы для коциклов, представляющих образующие алгебры Ли Гродендика-Тейх

мюллера предложены Вильвахером и Росси [250], однако полученные ими формулы

содержат итерированные интегралы, а значит выражаются через целые значения крат

ных 𝜁-функций. Возникновение последних, безусловно, требует дополнительных объяс

нений.
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1.14 Точно решаемые случаи проблемы Римана-Гильберта на эллиптической

кривой

Проблема Римана-Гильберта является одной из классических и наиболее извест

ных обратных задач монодромии. Из того что множество решений линейного диффе

ренциального уравнения есть конечномерное векторное пространство, а аналитическое

продолжение всякого решения уравнения с мероморфными коэффициентами также яв

ляется решением, следует, что с каждым таким линейным дифференциальным уравне

нием на сфере Римана связано действие фундаментальной группы сферы с проколами

в особых точках коэффициентов уравнения на пространстве решений уравнения. Взя

тый в точке 𝑧0 росток фундаментального набора решений 𝑌𝑧0(𝑧) под действием анали

тического продолжения вдоль петли 𝛾, начинающейся в отмеченной точке 𝑧0 переходит

в некоторый другой росток 𝑔𝛾
(︀
𝑌 (𝑧)

)︀
который, будучи базисом того же самого конеч

номерного пространства решений связан с исходным базисом умножением справа не

некоторую невырожденную матрицу 𝐺𝛾.

𝑌𝑧0(𝑧) ↦→ 𝑔𝛾
(︀
𝑌 (𝑧)

)︀
= 𝑌𝑧0(𝑧)𝐺𝛾

Несложно проверить, что возникающий матричный множитель𝐺𝛾 зависит лишь

от гомотопического класса петли [𝛾]. Также можно проверить, что характер зависимо

сти𝐺𝛾 от выбора начального ростка 𝑌𝑧0(𝑧) и отмеченной точки 𝑧0 таковы, что описанная

конструкция корректно определяет связанное с имеющим мероморфные коэффициен

ты линейным дифференциальным уравнением порядка 𝑝 с особыми точками {𝑎1, . . . ,𝑎𝑛}
представление фундаментальной группы сферы Римана с проколами в {𝑎1, . . . ,𝑎𝑛}.

𝜒 : 𝜋1
(︀
CP1 ∖ {𝑎1, . . . ,𝑎𝑛}

)︀
−→ End(C𝑝) ≃ GL(𝑝,C)

𝜒 : [𝛾] ↦→ 𝑔𝛾 ≃ 𝐺−1𝛾

где эквивалентности в правых частях отвечают выбору базиса для координатного опи

сания операторов. Полученное таким образом представление фундаментальной группы

называется представлением монодромии уравнения, а образ Im(𝜒) группой монодромии

уравнения. В 1850-ых годах Б. Риманом впервые был поставлен вопрос о построении,

или хотя бы существовании различных классов дифференциальных уравнений с задан-

ными набором особых точек и группой монодромии. Как оказалось позже, на сфере

Римана данный вопрос наиболее интересен и содержателен для класса фуксовых си

стем,
𝑑𝑦

𝑑𝑧
=

𝑛∑︁
𝑖=1

𝐵𝑖

𝑧 − 𝑎𝑖
𝑦, 𝑦 ∈ C𝑝, 𝐵𝑖 ∈ GL(𝑝,C),

𝑛∑︁
𝑖=1

𝐵𝑖 = 0
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то есть, систем линейных дифференциальных уравнений с полюсами первого порядка.

Этот случай был выделен в отдельную задачу – проблему Римана-Гильберта, также

известную как двадцать первая проблема Гильберта.

Долгое время, проблема Римана-Гильберта ошибочно считалась решенной по

ложительно, хотя и не конструктивно, что убавило интерес к исследованиям в данной

области и сместило основное их направление в сторону поисков эффективно решаемых

случаев. Однако, в конце двадцатого века ряд неожиданных открытий, а именно, об

наружение Джимбо, Мива и Сато связи проблемы Римана-Гильберта с рядом задач

квантовой теории поля и построение ими при некоторых дополнительных ограниче

ниях решения, имеющего физический смысл, и по-построению оказавшегося изомоно-

дромным, свойство, оказавшееся крайне важным в дальнейшем, затем, обнаруженное

Б. Мальгранжем свойство Пенлеве у шлезингеровских изомонодромных деформаций

и наконец, полученное А. Болибрухом в общем случае отрицательное решение пробле

мы Римана-Гильберта инициировали до сих пор продолжающийся всплеск интереса

к обратным задачам монодромии. В настоящее время наиболее популярными и акту

альными направлениями исследования в этой области являются являются следующие

три направления: исследование свойств тау-функций изомонодромных деформаций и

уравнений Пенлеве и их связей с конформными блоками конформных теорий поля; ис

следования изомонодромных деформаций на римановых поверхностях, в особенности

на эллиптических кривых в связи с многочисленными плодотворными приложениями в

теории классических и квантовых интегрируемых систем; и наконец, исследование ал

гебро-геометрических свойств отображения монодромии и изомонодромных деформа

ций имеющее помимо физических приложений большую важность для таких областей

фундаментальной математики как алгебраическая геометрия, пуассонова геометрия и

теория специальных функций.

Как уже упоминалось, в общем случае отрицательное решение проблемы Ри

мана-Гильберта было получено А. Болибрухом. Им же было показано, что всякое непри

водимое представление, тем не менее, может быть реализовано монодромией фуксовой

системы независимо от положения особых точек. Помимо неприводимости известны и

другие достаточные условия положительной разрешимости проблемы Римана-Гильбер

та. Положительно решается проблема для представлений размерности один и два, для

коммутативных групп монодромии, для представлений с хотя бы одной диагонализу-

емой локальной монодромией, и ряда других случаев. При этом полного описания доста

точных условий положительной разрешимости до сих пор не получено. Разработанные

при решении задачи подходы и методы, как и сам полученнный результат оказались

важными и имеющими множество приложений для большого круга задач современ
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ной математической физики и аналитической теории дифференциальных уравнений.

Представляют интерес и различные возможные обобщения данной задачи.

Например, можно рассмотреть вопрос об обобщении задачи на случай отлич

ных от сферы римановых поверхностей, в первую очередь, на эллиптические кривые.

Первый вопрос с которым при этом придется столкнуться это обобщение понятия фук

совой системы. Естественная попытка обобщения, основанная на том, что классические

фуксовы системы очевидно находятся в соответствии с логарифмическими дифферен

циальными 1-формами на сфере Римана, или, что то же самое, с логарифмическими

связностями в тривиальном расслоении на сфере Римана, немедленно столкнется с той

трудностью, что в силу несложного подсчета размерностей для римановых поверхно

стей рода большего нуля число параметров, задающих представление фундаментальной

группы проколотой поверхности превосходит число параметров определяющих связ

ность, препятствие к реализации имеет топологическую природу, и в такой постановке,

задача очевидно имеет в общем случае отрицательное решение.

По этой причине приходится использовать более сложные конструкции связан

ные с расслоениями. А именно, можно заметить, что при решении классической за

дачи на сфере Римана существеннейшую роль играла полустабильность тривиального

расслоения на сфере Римана наряду со стабильностью пар расслоение-связность для

произвольных голоморфных расслоений с неприводимой монодромией. Напомним, что

расслоение 𝐸 называется полустабильным если для всякого подрасслоения 𝐹 его наклон

𝜅(𝐹 ) = deg𝐹/rk𝐹

не превосходит наклона всего расслоения 𝐸, если же неравенство строгое, то рассло

ение называется стабильным. Для пар расслоение-связность выполнение тех же усло

вия требуется только от стабилизирующихся связностью подрасслоений 𝐹 . Именно эти

понятия являются ключевыми при геометрическом подходе к проблеме Римана-Гиль

берта, при таком взгляде, можно считать, что тривиальные расслоения в классической

задаче возникли только потому, что в силу теоремы Биркгофа-Гротендика на сфере не

существует других полустабильных голоморфных расслоений степени ноль. Естествен-

ным было бы ожидать, что возможные обобщения должны строиться с использованием

именно такого подхода.

Таким образом, мы получаем следующую формулировку обобщения проблемы

Римана-Гильберта: по заданным компактной кривой Λ рода 𝑔, набору точек {𝑎1, . . . ,𝑎𝑛} ∈
Λ и представлению фундаментальной группы проколотой кривой Λ∖{𝑎1, . . . ,𝑎𝑛} постро
ить на Λ полустабильное расслоение степени ноль с логарифмической связностью ∇,
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имеющей особенности исключительно в точках {𝑎1, . . . ,𝑎𝑛} и монодромию, реализую-

щую данное представление фундаментальной группы.

В рамках исследовательской деятельности лаборатории мы занимались изуче

нием описанного выше обобщения проблемы Римана-Гильберта на случай эллиптичес-

кой кривой, обращая особое внимание на возможность явного эффективного построения

решения. Были рассмотрены два класса задач — одномерные задачи с произвольным

числом особенностей и двумерные задачи с тремя особыми точками. Выбор именно этих

случаев был обусловлен тем рядом специфических свойств этих моделей. Во-первых,

одномерная задача с как и на сфере, является коммутативной, что позволяет рассчи

тывать на построение решения проблемы Римана-Гильберта в явном виде. Во-вторых,

одномерная модель является простейшей возможной из задач на эллиптической кривой

и после ее подробного разбора результаты и методы могут найти свое применение при

исследовании более сложных задач, в частности двумерной. В-третьих, как известно,

на эллиптической кривой, для того чтобы дивизор степени ноль являлся эффектив-

ным требуется выполнение дополнительного условия — дивизор должен “лежать” на

решетке периодов кривой, при этом одномерную проблему Римана-Гильберта можно

рассматривать как обобщение вопроса об эффективности дивизора степени ноль на

случай неоднозначных функций, ветвящихся при обходе особых точек, но инвариант

ных, или хотя бы квазипериодических при сдвигах по решетке периодов, что, очевидно,

отвечает переходу от сечений тривиального расслоения к сечениям расслоения степени

ноль общего вида на заданной эллиптической кривой.

Что касается двумерной трехточечной задачи, то интересно сопоставление со

сферическим случаем. Дело в том, что на сфере Римана результаты, описывающие

различные случаи положительной разрешимости как правило являются теоремами су

ществования, не давая явных способов построения решения. В этом смысле двумерная

задача с тремя точками является критической. Как было показано Б. Крыловым, во

первых, она решается положительно для всех возможных начальных данных задачи, и

во-вторых, решение всегда можно построить явно. Последнее свойство связано с тем,

что все неприводимые представления в этом случае являются жесткими и однозначно

восстанавливаются по спектрам локальных монодромий, а все приводимые отвечают

некоторым вырождениям задачи и распадаются на несколько классов, в каждом из ко

торых, проведя соответствующий анализ удается получить решение в явном виде. При

этом, хорошо известно, что уже для четырех точек в размерности два явное восста

новление уравнения по монодромии сводится к решению шестого уравнения Пенлеве,

в общем случае решающегося лишь в классе трансцендентов Пенлеве. Соответственно,

интерес вызывает вопрос о свойствах аналогичной задачи в эллиптическом случае. А
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именно, можно ли здесь получить явные решения и имеются ли какие-либо дополни

тельные ограничения, по сравнению с системами общего вида, на явный вид решения.

1.14.1 Связности ранга 1

Перейдем к описанию методов и результатов. Обозначим через Λ𝜏 эллиптичес-

кую кривую, полученную при факторизации комплексной плоскости по решетке {1,𝜏},
Im 𝜏 > 0. Традиционно основным инструментом для анализа на эллиптических кривых

являются тэта-функции. Для наших целей удобно воспользоваться первой тэта-функ

цией Якоби 𝜃(𝑧), определяемой как:

𝜃(𝑧) = 𝜃1(𝑧|𝜏) = 𝚤
∑︁
𝑚∈Z

(−1)𝑚𝑞(𝑚−
1
2
)2𝑒(𝑚−

1
2
)2𝜋𝚤𝑧,

где 𝑞(𝜏) = 𝑒𝚤𝜋𝜏 = 𝑒𝚤𝜋𝑥−𝜋𝑦 задает отображение верхней полуплоскости 𝐻 = {𝜏 ∈ C|Im𝜏 >
0} в единичный круг 𝐷 = {𝑞 ∈ C | |𝑞| < 1}. Модуль отношения соседних членов ряда ра

вен | − 𝑞2𝑚𝑒2𝜋𝑖𝑧| ≤ |𝑞|2𝑚𝑒2𝜋|𝑧|. Следовательно, поскольку lim𝑚→∞ |𝑞|2𝑚 = 0, то 𝜃-функция

задается рядом целых функций от 𝑧, сходящимся абсолютно и равномерно в любом

круге. Значит и сама функция 𝜃(𝑧) является целой.

Для исследования вопросов монодромии требуется информация о ветвлении

𝜃(𝑧) и ее производной. Непосредственно из определения видно что

𝜃(𝑧 + 1) = −𝜃(𝑧)

𝜃(𝑧 + 𝜏) = −𝑞−1𝑒−2𝜋𝑖𝑧𝜃(𝑧).

Отсюда выводятся соотношения для производных:

𝜃′(𝑧 + 1) = −𝜃′(𝑧)

𝜃′(𝑧 + 𝜏) = 𝑞−1𝑒−2𝜋𝑖𝑧
(︀
2𝜋𝑖𝜃(𝑧) − 𝜃′(𝑧)

)︀
.

И следовательно, для логарифмических производных получаем

𝜃′(𝑧 + 1)

𝜃(𝑧 + 1)
=
𝜃′(𝑧)

𝜃(𝑧)
𝜃′(𝑧 + 𝜏)

𝜃(𝑧 + 𝜏)
=
𝜃′(𝑧)

𝜃(𝑧)
− 2𝜋𝑖.

Для сдвинутых тэта-функций имеем

𝜃(𝑧 − 𝑎+ 1) = −𝜃(𝑧 − 𝑎)

𝜃(𝑧 − 𝑎+ 𝜏) = −𝑞−1𝑒−2𝜋𝚤𝑧𝜃(𝑧 − 𝑎)𝑒2𝜋𝚤𝑎

где 𝑎 произвольная точка эллиптической кривой Λ𝜏 .
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Из приведенных выше формул для логарифмической производной 𝜃(𝑧) следует,

что так как полюсов внутри фундаментального параллелограмма у 𝜃(𝑧) нет, то в этом

параллелограмме она имеет только один простой ноль. В силу нечетности функции это

точка 𝑧 = 0. Рассмотрим как изменяется значение 𝜃𝛼(𝑧) при аналитическом продолже

нии по петле вокруг 𝑧 = 0. Так как ноль простой, то ветвление аналогично ветвлению

𝑧𝛼, обозначив через 𝑔* оператор монодромии вокруг нуля получаем

𝑔* (𝜃𝛼(𝑧)) = 𝜃𝛼(𝑧) · 𝑒2𝜋𝚤𝛼.

Заметим, далее,что в отличие от сферы, где расслоения традиционно описыва

ются двумя картами с одним склеивающим коциклом, на кривой Λ𝜏 расслоение можно

задать одной картой и двумя сдвигами: на 1 и на 𝜏 . Описывать различные голоморфные

линейные расслоения 𝐸 в этом случае удобно через описание их сечений. Напомним,

что нас интересуют полустабильные расслоения степени ноль. Сечение 𝜙(𝑧) расслоения

степени ноль должно иметь равное число нулей и полюсов внутри фундаментального

параллелограмма. Далее, сечение 𝜙(𝑧) может иметь какую-то монодромию при обходах

по 𝑎- и 𝑏-циклам, или, что то же самое при сдвигах на 1 и 𝜏 . Пусть при сдвиге на 1

сечение 𝜙(𝑧) умножается на 𝜇(𝑧), а при сдвиге на 𝜏 на 𝜈(𝑧). Так как 𝜇(𝑧) и 𝜈(𝑧) должны

быть голоморфнообратимы на всей эллиптической кривой, то из компактности следу

ет, что обе эти функции обязаны быть константами 𝜇(𝑧) ≡ 𝜇, 𝜈(𝑧) ≡ 𝜈. Следовательно

𝜙(𝑧) · 𝜇−𝑧 = 𝜙(𝑧) · exp(−𝑧 ln𝜇) при сдвиге на 1 сохраняет свое значение, при сдвиге на

𝜏 умножается на 𝜈 · exp(−𝜏 ln𝜇) = 𝜈 · 𝜇−𝜏 , и имеет те же самые нули и полюса что и

𝜙(𝑧). Таким образом, для описания расслоения 𝐸 достаточно рассматривать сечения не

меняющиеся при сдвиге на 1, и умножающиеся на некоторое 𝜈 при сдвигах на 𝜏 .

Параметр 𝜈 при этом определен неоднозначно так как умножение сечения на

𝑒2𝜋𝚤𝑧 сохраняет его нули, полюса, инвариантность при сдвигах на единицу, и изменяет

𝜈 на 𝜈 · 𝑒2𝜋𝚤𝜏 . Следовательно 𝜈 определяется с точностью до умножения на целую сте

пень 𝑒2𝜋𝚤𝜏 . В дальнейшем нам будет удобнее работать с параметром 𝜆 связанным с 𝜈

соотношением 𝜈 = 𝑒2𝜋𝚤𝜆.

Рассмотрим, как могут быть устроены мероморфные сечения такого расслое

ния. То есть нас интересуют функции, инвариантные относительно сдвигов на единицу

и умножающиеся на некоторую константу 𝑒2𝜋𝚤𝜆 при сдвигах на 𝜏 . С такими объектами

мы можем эффективно работать с помощью введенной ранее 𝜃-функции.

Определим функцию

𝜙𝜆(𝑧) =
𝜃(𝑧 − 𝜆)

𝜃(𝑧)
.
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Из свойств 𝜃-функции следует

𝜙𝜆(𝑧 + 1) = 𝜙(𝑧)

𝜙𝜆(𝑧 + 𝜏) = 𝜙(𝑧) · 𝑒2𝜋𝚤𝜆

Кроме того, очевидно 𝜙𝜆(𝑧) имеет ровно один ноль и один полюс на эллиптической кри

вой. Значит, 𝜙𝜆(𝑧) является однозначным сечением некоторого линейного расслоения

𝐸 степени ноль. Обозначим это расслоение 𝒪𝜆(0). Несложно заметить, что для любой

точки 𝑏 на эллиптической кривой Λ𝜏 функция 𝑏𝜙𝜆(𝑧) = 𝜙𝜆(𝑧− 𝑏) отличается от 𝜙𝜆(𝑧) на

мероморфную двоякопериодическую функцию, и значит тоже является сечением 𝒪𝜆(0)

. Как легко видеть, модулярный параметр 𝜆 вместе со степенью 𝑘 полностью и одно

значно определяет линейное расслоение 𝒪𝜆(𝑘), отношение двух сечений 𝜙, 𝜓 с равными

𝜆 и 𝑘 это мероморфная функция, то есть, сечение тривиального расслоения 𝒪0(0).

Из определения 𝜆 и сказанного выше о неоднозначной определенности 𝜈 немед

ленно следует, что параметр 𝜆 определен на комплексной плоскости с точностью до

сдвигов по решетке {1,𝜏} то есть, задающий на кривой Λ𝜏 расслоение параметр 𝜆 при

нимает значения на том же самом факторе по решетке, который задает эллиптическую

кривую Λ𝜏 . Это хорошо известный факт о том, что пространство модулей линейных

расслоений фиксированной степени на эллиптической кривой само является эллипти

ческой кривой с тем же модулярным параметром.

Произведение 𝑘 разных сечений вида 𝑏𝑖𝜙𝜆(𝑧), является произведением 𝜃-функций

в некоторых целых степенях, сумма которых равна нулю, и значит, задает сечение в рас

слоении 𝒪𝑘𝜆(0). Переобозначим для удобства нули и полюса этого произведения через

𝑎𝑖, тогда построенное сечение имеет вид

𝜙(𝑧) = 𝜃𝑘1(𝑧 − 𝑎1) · · · 𝜃𝑘𝑛(𝑧 − 𝑎𝑛),

где 𝑘𝑖-целые и
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑘𝑖 = 0.

Из свойств ветвления 𝜃(𝑧) получаем

𝜙(𝑧 + 1) = (−1)
∑︀

𝑘𝑖𝜙(𝑧) = 𝜙(𝑧)

𝜙(𝑧 + 𝜏) = 𝜙(𝑧) · 𝑒2𝜋𝚤
∑︀

𝑘𝑖𝑎𝑖

и следовательно, так как 𝜙(𝑧) является однозначным сечением 𝒪𝑘𝜆(0), выполняется

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑘𝑖𝑎𝑖 = 𝑘𝜆.
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Теперь легко видеть, что всякое выражение вида

𝜙(𝑧) = 𝜃𝛼1(𝑧 − 𝑎1) · · · 𝜃𝛼𝑛(𝑧 − 𝑎𝑛)

с любыми комплексными 𝛼𝑖 такими что
∑︀
𝛼𝑖 = 0, а 𝑎𝑖 произвольные точки эллиптиче

ской кривой будет (многозначным) сечением расслоения 𝒪𝜆(0), где

𝜆 =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝛼𝑖𝑎𝑖

При этом характер многозначности сечения таков, что оно ветвится только при обходе

особых точек 𝑎𝑖, но не при обходе по 𝑎− и 𝑏−циклам кривой Λ𝜏 .

Найдем теперь в расслоении 𝒪𝜆(0) форму связности для которой 𝜙𝜆 было бы

горизонтальным сечением, то есть

𝑑𝜙𝜆(𝑧) = 𝜔𝜆(𝑧)𝜙𝜆(𝑧)

Из

𝑑𝜃𝛼𝑖(𝑧 − 𝑎𝑖) = 𝛼𝑖𝜃
′(𝑧 − 𝑎𝑖)𝜃

𝛼𝑖−1(𝑧 − 𝑎𝑖)𝑑𝑧

получаем что

𝑑𝜙 =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝛼𝑖
𝜃′(𝑧 − 𝑎𝑖)

𝜃(𝑧 − 𝑎𝑖)
𝜙𝑑𝑧

𝜔𝜆(𝑧) =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝛼𝑖
𝜃′(𝑧 − 𝑎𝑖)

𝜃(𝑧 − 𝑎𝑖)
𝑑𝑧

Построенная форма связности имеет логарифмические особенности в точках 𝑎𝑖

и не изменяется при сдвигах на 1 и на 𝜏 .

𝜔𝜆(𝑧 + 1) =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝛼𝑖
𝜃′(𝑧 − 𝑎𝑖 + 1)

𝜃(𝑧 − 𝑎𝑖 + 1)
𝑑𝑧 =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖
𝜃′(𝑧 − 𝑎𝑖)

𝜃(𝑧 − 𝑎𝑖)
𝑑𝑧 = 𝜔𝜆(𝑧)

𝜔𝜆(𝑧 + 𝜏) =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝛼𝑖
𝜃′(𝑧 − 𝑎𝑖 + 𝜏)

𝜃(𝑧 − 𝑎𝑖 + 𝜏)
𝑑𝑧 =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖
𝜃′(𝑧 − 𝑎𝑖)

𝜃(𝑧 − 𝑎𝑖)
𝑑𝑧 − 2𝜋𝚤

𝑛∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖 = 𝜔𝜆(𝑧)

Инвариантность при сдвигах формы, задающей связность в данном случае является

спецификой одномерной задачи, в общем случае большей размерности форма связности

сопрягается на матрицу, зависящую от 𝜆.

Рассмотрим теперь какой вид могут иметь одномерные представления, входя

щие в начальные данные проблемы Римана-Гильберта на эллиптической кривой.

𝜒 : 𝜋1 (Λ𝜏 ∖ {𝑎1, . . . , 𝑎𝑛}) → GL(1,C) ≃ C*
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На кривой без проколов, как известно, фундаментальная группа порождается парой

из 𝑎− и 𝑏-цикла с одним соотношением 𝑎𝑏𝑎−1𝑏−1 = id, отвечающим стягиваемости пет

ли, обходящей фундаментальный параллелограмм по периметру. Очевидно существует

такое упорядочивание точек 𝑎𝑖 и выбор обходящих их классов петель 𝛾𝑖 при котором по

следовательный обход всех проколов эквивалентен обходу периметра параллелограмма,

и следовательно, на проколотой кривой соотношение имеет вид 𝛾1 · · · 𝛾𝑛 = 𝑎𝑏𝑎−1𝑏−1. Что

влечет соотношение 𝑔1 · · · 𝑔𝑛𝜈2𝜈1𝜈−12 𝜈−11 = 1 на соответствующие матрицы монодромии.

Так как задача одномерная, матрицы монодромии являются скалярами, и следователь

но коммутируют. Значит, автоматически выполняется 𝜈2𝜈1𝜈
−1
2 𝜈−11 = 1 и следовательно

𝑔1 · · · 𝑔𝑛 = 1.

Далее, как уже было указано, монодромии по периодам кривой определены

неоднозначно и зависят от выбора тривиализации расслоения. Сечение с данными мо

нодромии (𝜈1,𝜈2) может быть переведено элементарным калибровочным преобразовани

ем с сохранением всех прочих свойств в сечение с ветвлением (𝜈 ′1,𝜈
′
2) если выполняется

𝜈𝜏1/𝜈2 = 𝜈 ′𝜏1/𝜈
′
2. Следовательно, всегда можно полагать одну из монодромий тривиаль

ной. Выберем для удобства 𝜈1 = 1, и определим 𝜆 соотношением 𝜈2 = 𝑒2𝜋𝑖𝜆. Порядок

(𝜈1,𝜈2) соответствует здесь сдвигам на 1 и 𝜏 на кривой Λ𝜏 . Параметр 𝜆, как было пока

зано выше, с точностью до сдвигов по решетке {1,𝜏}.

Таким образом, исходные данные монодромии для одномерной проблемы Ри

мана-Гильберта на эллиптической кривой Λ𝜏 можно задать набором 𝑔1, . . . , 𝑔𝑛,𝜆 таким

что 𝑔1 · · · 𝑔𝑛 = 1.

Дальнейшие шаги к построению решения таковы: сначала мы строим линейное

расслоение 𝒪𝜇(0) с сечением, имеющим требуемую монодромию вокруг проколов и од

нозначным при сдвигах по периодам, а затем замечаем, что при переходе к расслоению

𝒪𝜇−𝜆 то же самое сечение получает требуемую монодромию теперь уже полностью. Как

следствие, можно заметить, что в тривиальном расслоении задача разрешима если и

только если параметр 𝜆 принадлежит некоторому дискретному множеству.

Реализуем первый шаг. Выберем произвольно числа 𝛼𝑘 так, чтобы выполня-

лось exp (2𝜋𝚤𝛼𝑘) = 𝑔𝑘. Каждое из 𝛼𝑘 определено с точностью до целого слагаемого. При

любом их выборе ввиду 𝑔1 · · · 𝑔𝑛 = 1 должно выполняться 𝛼1 + · · · + 𝛼𝑛 = 𝑝 ∈ Z. Будем
называть набор 𝛼1, . . . 𝛼𝑛 нормализованным если сумма всех его элементов равна нулю.

Очевидно, при любом начальном выборе 𝛼𝑘 набор можно нормализовать изменением

хотя бы одной его компоненты.

118



Пусть 𝛼1, . . . 𝛼𝑛 нормализованный набор, построенный по данным монодромии

𝑔1, . . . 𝑔𝑛. Положим

𝜓(𝑧) = 𝜃𝛼1(𝑧 − 𝑎1) · · · 𝜃𝛼𝑛(𝑧 − 𝑎𝑛)

Из свойств тэта-функций следует, что при обходе вокруг 𝑧 = 𝑎𝑘 монодромия 𝜓(𝑧)

равна exp(2𝜋𝚤𝛼𝑘) = 𝑔𝑘. При сдвигах же на 1 и 𝜏 происходит умножение 𝜓(𝑧) на 1 и

exp (
∑︀𝑛

𝑖=1 𝛼𝑖𝑎𝑖) соответственно. Таким образом, 𝜓(𝑧) является однозначным (по пери

одам, но не вокруг проколов) сечением расслоения 𝒪𝜇(0) где 𝜇 =
∑︀𝑛

𝑖=1 𝛼𝑖𝑎𝑖. В то же

время, на 𝜓(𝑧) можно смотреть как на многозначное по периодам с монодромиями 1 и

𝑒2𝜋𝑖𝜇 соответственно, сечение тривиального расслоения 𝒪0(0) с той же самой монодро

мией вокруг проколов. В первом случае соответствующие данные монодромии имеют

вид 𝑔1, . . . ,𝑔𝑛,0, во втором 𝑔1, . . . ,𝑔𝑛,𝜇. В обоих случаях 𝜓(𝑧) является горизонтальным

сечением связности

∇ = 𝑑−
𝑛∑︁

𝑖=1

𝛼𝑖
𝜃′(𝑧 − 𝑎𝑖)

𝜃(𝑧 − 𝑎𝑖)
𝑑𝑧

Остается заметить, что при переходе от расслоения 𝒪𝜇(0) к расслоению 𝒪𝜇−𝜆(0)

ветвление произвольного сечения при сдвигах по периодам не меняется для сдвигов на

1 и умножается на 𝑒𝜆 для сдвигов на 𝜏 . А следовательно, в расслоении 𝒪∑︀𝑛
𝑖=1 𝛼𝑖𝑎𝑖−𝜆(0)

построенная выше логарифмическая связность ∇ имеет монодромию 𝑔1, . . . ,𝑔𝑛,𝜆.

Интересным вопросом является единственность построенного решения, кото

рую достаточно проверить для тривиального расслоения. По ходу построений выше

мы получили в тривиальном расслоении логарифмическую связность с монодромией

𝑔1, . . . ,𝑔𝑛,
∑︀𝑛

𝑖=1 𝛼𝑖𝑎𝑖. Покажем, что при заданном наборе {𝑎1,...,𝑎𝑛} единственное значе

ние параметра 𝜆 при котором возможна реализация монодромии 𝑔1, . . . ,𝑔𝑛,𝜆 в тривиаль

ном расслоении это
∑︀𝑛

𝑖=1 𝛼𝑖𝑎𝑖. Очевидно, из этого будет следовать, что построенные в

общем случае расслоение и связность определены однозначно.

Предположим противное, пусть 𝜂(𝑧) сечение тривиального расслоения с моно

дромией 𝑔1, . . . ,𝑔𝑛,𝜈. Тогда отношение 𝜉(𝑧) = 𝜂(𝑧)/𝜓(𝑧) является однозначной мероморф

ной функцией внутри фундаментального параллелограмма и следовательно, однознач

ным мероморфным сечением расслоения 𝒪𝜈−𝜇(0). Обозначим кратность нуля или по

люса в точке 𝑎𝑖 через 𝑘𝑖 и рассмотрим отношение

̃︀𝜉(𝑧) =
𝜉(𝑧)

𝜃𝑘1(𝑧 − 𝑎1) · · · 𝜃𝑘𝑛(𝑧 − 𝑎𝑛)

Знаменатель, очевидно, есть однозначное сечение расслоения 𝒪∑︀𝑛
𝑖=1 𝑘𝑖𝑎𝑖

(0), а следова

тельно, ̃︀𝜉(𝑧) по построению является гладким и нигде не зануляющимся сечением

𝒪𝜈−𝜇−
∑︀𝑛

𝑖=1 𝑘𝑖𝑎𝑖
(0). Покажем, что это возможно только в случае 𝜈 − 𝜇−

∑︀𝑛
𝑖=1 𝑘𝑖𝑎𝑖 = 0.
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Так как 𝑧 и ̃︀𝜉 гладкие функции на фундаментальном параллелограмме Π и ̃︀𝜉
нигде не равно нулю, то

𝐼 =

∮︁
Π

𝑧𝑑
(︀
ln ̃︀𝜉(𝑧)

)︀
= 0

С другой стороны, в силу симметрий ̃︀𝜉
𝐼1 =

∫︀ 1

0
𝑧𝑑
(︀
ln ̃︀𝜉(𝑧)

)︀
+
∫︀ 𝜏

1+𝜏
𝑧𝑑
(︀
ln ̃︀𝜉(𝑧)

)︀
=
∫︀ 0

1
𝜏 · 𝑑

(︀
ln ̃︀𝜉(𝑧)

)︀
= 𝜏 ln ̃︀𝜉(𝑧)

⃒⃒⃒1
0

= 0

𝐼2 =
∫︀ 1+𝜏

1
𝑧𝑑
(︀
ln ̃︀𝜉(𝑧)

)︀
+
∫︀ 0

𝜏
𝑧𝑑
(︀
ln ̃︀𝜉(𝑧)

)︀
=
∫︀ 𝜏

0
1 · 𝑑

(︀
ln ̃︀𝜉(𝑧)

)︀
= ln ̃︀𝜉(𝑧)

⃒⃒⃒𝜏
0

=

= 2𝜋𝚤 (𝜈 − 𝜇−
∑︀𝑛

𝑖=1 𝑘𝑖𝑎𝑖)

И следовательно, из 𝐼 = 𝐼1 + 𝐼2 получаем 𝜈 − 𝜇−
∑︀𝑛

𝑖=1 𝑘𝑖𝑎𝑖 = 0.

Таким образом, для положительной разрешимости проблемы Римана-Гильбер

та в тривиальном расслоении на эллиптической кривой необходимо чтобы выполня

лось 𝜈 − 𝜇 −
∑︀𝑛

𝑖=1 𝑘𝑖𝑎𝑖 = 0 по модулю Z + 𝜏Z. Остается заметить, что 𝜇 +
∑︀𝑛

𝑖=1 𝑘𝑖𝑎𝑖 =∑︀𝑛
𝑖=1 𝛼𝑖𝑎𝑖 +

∑︀𝑛
𝑖=1 𝑘𝑖𝑎𝑖 =

∑︀𝑛
𝑖=1 ̃︀𝛼𝑖𝑎𝑖 = ̃︀𝜇 где ̃︀𝜇𝑖 = 𝛼𝑖 + 𝑘𝑖 некоторый новый нормализован

ный набор ̃︀𝛼𝑖. И значит модулярный параметр 𝜈 должен совпадать с ̃︀𝜇 =
∑︀𝑛

𝑖=1 ̃︀𝛼𝑖𝑎𝑖 для

некоторого нормализованного набора ̃︀𝛼𝑖.

Окончательный результат можно сформулировать так. Для заданных эллипти

ческой кривой Λ𝜏 , особых точек {𝑎1, . . . ,𝑎𝑛} и данных монодромии 𝑔1, . . . ,𝑔𝑛,𝜆 одномер
ная проблема Римана положительно разрешима в тривиальном расслоении если, и толь

ко если для некоторых целых 𝑝,𝑞 и нормализованного набора 𝛼1, · · · ,𝛼𝑛, где 𝑒2𝜋𝚤𝛼𝑘 = 𝑔𝑘

выполняется

𝜆 =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝛼𝑘𝑎𝑘 + 𝑝+ 𝑞𝜏,

Соответствующая форма связности в имеет вид

𝜔(𝑧) =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝛼𝑘
𝜃′(𝑧 − 𝑎𝑘)

𝜃(𝑧 − 𝑎𝑘)
𝑑𝑧

В общем же случае решение дается той же формой связности в расслоении𝒪∑︀𝑛
𝑘=1 𝛼𝑘𝑎𝑘−𝜆(0)

и других решений не существует.

Как и ожидалось при обсуждении возможных способов обобщения проблемы

Римана-Гильберта, оказалось, что для реализации в тривиальном расслоении требует

ся выполнение некоторых дополнительных условий на монодромию, в классе же полу

стабильных расслоений степени ноль задача всегда имеет явного вида положительное

решение.
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1.14.2 Связности ранга 2

Перейдем к описанию результатов, достигнутых в двумерном случае. Нами ста

вилась задача найти возможные обобщения эффективной разрешимости на сфере Ри

мана двумерной трехточечной проблемы Римана-Гильберта на случай эллиптических

кривых. С проблемой Римана-Гильберта тесно связана проблема Делиня-Симпсона,

связанная в своей мультипликативной и аддитивной версиях с выбором из заданного

набора орбит 𝒢𝑖 присоединенного действия группы GL(𝑝,C) на себе или, в аддитивной

версии на алгебре gl(2,C) неприводимого набора представителей 𝑔𝑖 ∈ 𝒢𝑖 таким образом,

чтобы было выполнено соотношение 𝑔1 · · · · · 𝑔𝑛 = 1 или 𝑔1 + · · ·+ 𝑔𝑛 = 0 соответственно.

В общем случае проблема не решена, но при 𝑝 = 2, 𝑛 = 3 имеет простое явное реше

ние, единственное с точностью до общего сопряжения. Именно на этом основана явная

разрешимость трехточечной двумерной проблемы Римана-Гильберта. Конкретнее, при

меняется тот факт, что в случае общего положения (т.е. при отсутствии резонансов)

локальная монодромия сопряжена экспоненте вычета. Тогда по представлению моно-

дромии, то есть, по решению мультипликативной проблемы определяются орбиты для

соответствующей аддитивной проблемы, а ее, в случае 𝑝 = 2, 𝑛 = 3 явно строящееся

решение дает вычеты искомой фуксовой системы.

Сразу можно заметить, что полного аналога точной разрешимости этого случая

на эллиптической кривой ожидать не приходится, данные монодромии расширяются,

включая в себя монодромии по периодам кривой, появляются дополнительные степени

свободы и нарушается жесткость представления. Следовательно, речь идет о поиске и

наложении некоторых дополнительных ограничений, и исследовании явной разрешимо

сти в этих редуцированных случаях.

В первую очередь заметим, что поскольку речь идет о двумерных полустабиль-

ных расслоениях степени ноль, то есть 𝐸 ≃ 𝒪𝜆(0)⊕𝒪−𝜆(0), то форма, задающая в них

связность должна удовлетворять соотношениям на сдвиги по периодам:

𝜔(𝑧 + 1) = 𝜔(𝑧)

𝜔(𝑧 + 𝜏) =

(︃
𝑒2𝜋𝚤𝜆 0

0 𝑒−2𝜋𝚤𝜆

)︃
𝜔(𝑧)

(︃
𝑒−2𝜋𝚤𝜆 0

0 𝑒2𝜋𝚤𝜆

)︃

Из чего несложно вывести, что 1-форма 𝜔(𝑧), задающая в расслоении 𝐸 логарифми-

ческую связность ∇ с особенностями {𝑎1, . . . ,𝑎𝑛} и вычетами

res𝑧=𝑎𝑖𝜔 =

(︃
𝛼𝑖 𝛽𝑖

𝛾𝑖 𝛿

)︃
,
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сумма которых равна нулю, имеет вид

𝜔(𝑧) =
𝑛∑︁

𝑖=1

(︃
𝛼𝑖𝜃
′(𝑧 − 𝑎𝑖) 𝛽𝑖

𝜃′(0)
𝜃(−2𝜆)𝜃(𝑧 − 𝑎𝑖 − 2𝜆)

𝛾𝑖
𝜃′(0)
𝜃(2𝜆)

𝜃(𝑧 − 𝑎𝑖 + 2𝜆) 𝛿𝑖𝜃
′(𝑧 − 𝑎𝑖)

)︃
𝜃(𝑧 − 𝑎𝑖)

𝑑𝑧 +

(︃
𝐶1 0

0 𝐶2

)︃
𝑑𝑧.

Пусть теперь нам дано неприводимое представление фундаментальной группы

𝜒 : 𝜋1 (Λ𝜏 ∖ {𝑎1, 𝑎2, 𝑎3}) → SL(2,C),

Будем называть его существенно неприводимым если неприводимо индуцированное им

представление

𝜒ind : 𝜋1 (𝐷 ∖ {𝑎1, 𝑎2, 𝑎3}) → SL(2,C),

где 𝐷 ∈ Λ𝜏 диск, содержащий особые точки {𝑎1,𝑎2,𝑎3}.

Пусть теперь 𝜒0 какое-либо неприводимое представление

𝜒0 : 𝜋1
(︀
CP1 ∖ {𝑑1, 𝑑2, 𝑑3}, 𝑧0

)︀
→ SL(2,C),

По сказанному выше известно явное решение (𝐵1,𝐵2,𝐵3) соответствующих проблем Де

линя-Симпсона и Римана-Гильберта. Так как тройка определяется с точностью до об

щего сопряжения, можно считать 𝐵1 верхнетреугольной, а 𝐵2 нижнетреугольной, такой

набор будем называть нормализованным для данного представления 𝜒0.

Рассмотрим теперь описанного выше для связностей на эллиптической кривой

вида 1-форму Ω(𝑧), построенную по вычетам (𝐵1,𝐵2,𝐵3) с нулевой постоянной частью

𝐶1 = 𝐶2 = 0 и произвольным параметром 𝜆. Так как связь вычетов связности с ло

кальной монодромией имеет локальный характер и не зависит от глобальных свойств

поверхности можно было бы предположить, что данная связность имеет монодромию

такую монодромию 𝜒, что 𝜒ind = 𝜒0. Однако это неверно, так как соотношение в фун-

даментальной группе тора с тремя проколами имеет вид

𝛾1𝛾2𝛾3 = 𝛾𝑎𝛾𝑏𝛾
−1
𝑎 𝛾−1𝑏

и следовательно, и для матриц монодромии

𝐺1𝐺2𝐺3 = 𝐺𝑎𝐺𝑏𝐺
−1
𝑎 𝐺−1𝑏

Про монодромию, связанную со сдвигами по периодам в построенной связности нам

пока что ничего не известно, но сразу можно заметить, что даже если положить комму

татор в правой части имеет известное фиксированное значение из SL(2,C), то получаю

щаяся задача восстановления монодромии крайне схожа с условиями постановки задачи
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двумерной четырехточечной задачи изомонодромной деформации, что является одной

из эквивалентных форм шестого уравнения Пенлеве, как хорошо известно, требующего

для своего решения введения нового класса трансцендентных функций. Следовательно,

для достижения явной разрешимости необходимо введение дополнительных ограниче

ний.

Нами был рассмотрен случай 𝐺𝑎 = 1. Такое условие с одной стороны гаранти

рует вырождение коммутатора в правой части соотношения на монодромии, что сразу

обеспечивает однозначное восстановление монодромии в левой части и влечет ее равен

ство 𝜒0, а с другой стороны, допускает непосредственную проверку и реализацию по

явному виду Ω(𝑧).

А именно, как уже указывалось, для монодромии вокруг проколов имеет место

соотношение

ln𝐺𝑘 ∼ 2𝜋𝑖𝐵𝑘 = 2𝜋𝑖res𝑧=𝑎𝑖𝜔(𝑧) =

∮︁
𝛾𝑘

𝜔(𝑧).

Аналогичное описание допускает и монодромия по периодам эллиптической кривой:

ln𝐺𝑎 ∼
1∫︁

0

Ω(𝑧), ln𝐺𝑏 ∼
𝜏∫︁

0

Ω(𝑧).

Для построенной нами мероморфной формы Ω(𝑧) автоматически выполняется

exp

⎛⎝ 1∫︁
0

Ω(𝑧)

⎞⎠ = 1

и следовательно,

ln𝐺𝑎 ∼
1∫︁

0

Υ(𝑧)

Действительно, в силу
∑︀𝑛

𝑖=1 𝛼𝑖 = 0 для диагональных членов получаем

1∫︁
0

𝑛∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖
𝜃′(𝑧 − 𝑎𝑖)

𝜃(𝑧 − 𝑎𝑖)
𝑑𝑧 =

1∫︁
0

𝑑 ln

(︃
𝑛∏︁

𝑖=1

𝜃𝛼𝑖(𝑧 − 𝑎𝑖)

)︃
= 2𝜋𝚤𝑘, 𝑘 ∈ Z

Для внедиагональных членов вводем интеграл

𝐼𝑘(𝜆) =

1∫︁
0

𝜃′(0)

𝜃(−2𝜆)

𝜃(𝑧 − 𝑎𝑘 − 2𝜆)

𝜃(𝑧 − 𝑎𝑘)
𝑑𝑧

и рассмотрим интеграл ̃︀𝐼𝑘 =

∮︁
Π

𝜃′(0)

𝜃(−2𝜆)

𝜃(𝑧 − 𝑎𝑘 − 2𝜆)

𝜃(𝑧 − 𝑎𝑘)
𝑑𝑧
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по периметру фундаментального параллелограмма. Сумма вычетов даетs ̃︀𝐼𝑘 = 2𝜋𝚤 тогда

как из соотношений на сдвиги следует ̃︀𝐼𝑘 =
(︀
1 − 𝑒4𝜋𝚤𝜆

)︀
𝐼𝑘(𝜆). Таким образом

𝐼𝑘(𝜆) =
2𝜋𝚤

1 − 𝑒4𝜋𝚤𝜆

не зависит от 𝑘 и значит

1∫︁
0

𝑛∑︁
𝑖=1

𝛽𝑖
𝜃′(0)

𝜃(−2𝜆)

𝜃(𝑧 − 𝑎𝑘 − 2𝜆)

𝜃(𝑧 − 𝑎𝑘)
𝑑𝑧 =

1∫︁
0

𝑛∑︁
𝑖=1

𝛽𝑖𝐼𝑖(𝜆) =
2𝜋𝚤

1 − 𝑒4𝜋𝚤𝜆

𝑛∑︁
𝑖=1

𝛽𝑖 = 0

в силу
∑︀𝑛

𝑖=1 𝛽𝑖 = 0. Проведя аналогичные вычисления для второй строки Ω(𝑧) получаем

1∫︁
0

Ω(𝑧) =

(︃
2𝜋𝚤𝑘 0

0 2𝜋𝚤𝑙

)︃
, 𝑘,𝑙 ∈ Z

и следовательно

exp

⎛⎝ 1∫︁
0

Ω(𝑧)

⎞⎠ = 1.

Отсюда немедленно виден способ явного построению логарифмической связно

сти ∇ с монодромией 𝜒 индуцирующей на Π предписанную неприводимую монодромию

𝜒0.

Для заданной 𝜒0 мы можем явно построить тройку вычетов (𝐵1,𝐵2,𝐵3), дающих

явное решение проблемы Римана-Гильберта для 𝜒0 на сфере. Построим мероморфную

форму ̃︀Ω(𝑧) описанным нами выше способом с вычетами (𝐵1,𝐵2,𝐵3) в точках {𝑎1,𝑎2,𝑎3}
соответственно и рассмотрим ̃︀∇ = 𝑑 − ̃︀Ω(𝑧) логарифмическую свящность с нулевой

голоморфной частью Υ(𝑧) = 0 и произвольным модулярным параметром 𝜆. Рассмотрим

ее монодромию

𝜒 : 𝜋1 (Λ𝜏 ∖ {𝑎1, 𝑎2, 𝑎3}) → SL(2,C).

Она описывается определенной с точностью до общего сопряжения пятеркой матриц

(𝐺1,𝐺2,𝐺3,𝐺𝑎,𝐺𝑏) из SL(2,C) удовлетворяющих соотношениям 𝐺1𝐺2𝐺3 = 𝐺𝑎𝐺𝑏𝐺
−1
𝑎 𝐺−1𝑏 .

Как мы видели, ln𝐺𝑎 ∼ 0, следовательно ln𝐺𝑎 = 0 и 𝐺𝑎 = 1. Условие 𝐺1𝐺2𝐺3 =

𝐺𝑎𝐺𝑏𝐺
−1
𝑎 𝐺−1𝑏 вырождается в 𝐺1𝐺2𝐺3 = 1. Как показано выше спектры 𝐺𝑖 совпадают

со спектрами локальных монодромий 𝜒0. Так как 𝜒0 неприводимо, и следовательно

жестко, тройка (𝐺1,𝐺2,𝐺3) определена однозначно с точностью до общего сопряжения

и совпадает с монодромией 𝜒0. Сформулируем окончательный результат.

Пусть

𝜒0 : 𝜋1
(︀
CP1 ∖ {𝑑1, 𝑑2, 𝑑3}

)︀
→ SL(2,C).
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неприводимое представление, а тройка (𝐵1,𝐵2,𝐵3) произвольное решение соответствую

щей проблемы Римана-Гильберта. Тогда 1-форма ̃︀Ω(𝑧) построенная с помощью описан

ной выше процедуры по тройке (𝐵1,𝐵2,𝐵3) с произвольным модулярным параметром 𝜆

задает логарифмическую связность ̃︀∇ = 𝑑− ̃︀Ω(𝑧) в полустабильном векторном рассло

ении 𝒪𝜆(0) ⊕𝒪−𝜆(0) с особыми точками {𝑎1,𝑎2,𝑎3} и представлением монодромии

𝜒 : 𝜋1 (Λ𝜏 ∖ {𝑎1, 𝑎2, 𝑎3}) → SL(2,C),

таким что

𝜒ind = 𝜒0, 𝜒(𝛾𝑎) = 1

и

𝜒(𝛾𝑏) ∼ exp

⎛⎝2𝜋𝑖

𝜏∫︁
0

̃︀Ω(𝑧)

⎞⎠ .

В заключение отметим, что даже в редуцированном (𝐺𝑎=1) случае шансы вы

числить полную монодромию 𝜒 довольно малы. Однако, из построений выше очевидно,

что все логарифмические связности с одинаковой индуцированной монодромией 𝜒0 с

условием 𝐺𝑎 = 1 и тем же самым асимптотическим поведением в окрестности {𝑎1,𝑎2,𝑎3}
отличаются друг от друга лишь общим сопряжением тройки (𝐵1,𝐵2,𝐵3). А.Болибрухом

доказана положительная разрешимость обобщенной проблемы Римана-Гильберта для

неприводимых представлений. Среди неприводимых представлений фундаментальной

группы тора с тремя проколами имеется одно с индуцированной монодромией 𝜒0 и та

кое что 𝐺𝑎 = 𝐺𝑏 = 1. Опуская тонкости связанные с тэта-дивизором деформации мы

можем полагать, что это представление допускает реализацию с выбранными нами вы

ше асимптотиками. Из общей теории известно, что этого можно добиться сколь угодно

малой деформацией параметра 𝜆.

Мероморфная 1-форма ̂︀Ω(𝑧) связности реализующей такое представление долж

на отличаться от ̃︀Ω общим сопряжением тройки ( ̂︀𝐵1, ̂︀𝐵2, ̂︀𝐵3) = 𝐷(𝐵1,𝐵2,𝐵3)𝐷
−1 и удо

влетворять дополнительному условию∫︁ 𝜏

0

̂︀Ω(𝑧) =

(︃
2𝜋𝚤𝑘 0

0 2𝜋𝚤𝑙

)︃
, 𝑘,𝑙 ∈ Z

Это дает нам систему квадратных уравнений на элементы 𝐷 с заранее обеспеченным

существованием решения.
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1.15 Конформные блоки и голографическая дуальность

Нами были исследованы различные разложения одноточечных конформных

блоков алгебры Вирасоро на торе при больших центральных зарядах, а также связи

между этими пределами.

Конформный блок как объект теории представлений алгебры Вирасоро являет

ся функцией размерностей входящих в него полей, так, рассмотренный в работе блок

является функцией центрального заряда и двух конформных размерностей - внутрен

него и внешнего поля. Различные постановки физических задач приводят к различ

ным режимам стремления центрального заряда к бесконечности. Нами были выделе

ны несколько режимов: легкий, когда размерности фиксированы, классический, когда

фиксированы отношения обеих размерностей к центральному заряду. Отдельным случа

ем рассмотрен так называемый глобальный блок, который строится из представлений

подалгебры алгебры Вирасоро-алгебры 𝑠𝑙(2). Также рассмотрен промежуточный слу

чай между легким и классическим пределами, который их связывает, так называемый

"heavy-light"блок.

В случае конформных блоков на сфере легкие и глобальные конформные блоки

совпадают, однако, как оказалось, этого не наблюдается в случае блоков на торе. Была

явно доказана формула, связывающая эти пределы. Легкий блок появляется как пре

дел квантового, но нами также была найдена и алгебра симметрии, соответствующая

легкому блоку. Таким образом, стало возможным его независимое описание и анализ.

Одним из физических мотивов, приводящих к рассмотренным проблемам, яв

ляется голографическая дуальность. В современном понимании голографическая ду

альность связывает статсуммы теории гравитации и конформной теории поля. В квази

классическом пределе корреляционные функции гравитации вычисляются через клас

сическое действие, которое, с другой стороны, является классическим конформным

блоком. Полученные нами результаты и указанные выше наблюдения могут быть по

лезны для изучения голографической дуальности, поскольку выражают интересующий

классический блок через более простые конструкции.

Нами был подробно рассмотрен один из примеров соответствия, следующих

из принципа голографической дуальности. Голографическая дуальность предписывает

совпадение корреляционных функций трехмерной гравитации и двумерной конформной

теории поля. Конформная теория поля появляется как граничная теория и является

аналогом граничных условий для полей внутри трехмерного пространства Анти-де-Сит

тера.
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Ранее другими авторами были рассмотрены явные примеры соответствия четы

рехточечных корреляторов в одной и другой теории. Мы развили этот подход и про

должили изучать дуальность на примере пятиточечного кореллятора. Вопрос, интересо

вавший нас при этом, касается принципиальной возможности реализации соответствия.

Ранее считалось, что в принципе невозможно воспроизвести произвольный коррелятор

конформной теории при помощи теории гравитации. Есть естественные ограничения,

связанные с составом полей, входящих в корреляционную функцию, потому как инте

грируемым решением уравнений гравитации является черная дыра, создаваемая одной

частицей. Отсюда следует, что размерности как минимум двух полей в корреляторе

обязаны совпадать.

Гравитационное вычисление предполагает минимизацию классического действия.

Следствием данной процедуры является система трансцендентных уравнений. Заранее

неизвестно число решений такого уравнения и стоял вопрос, достаточно ли условий,

чтобы разрешить их для максимально общего случая. Ранее считалось, что необходимо

наложить дополнительные ограничения сверх тех, что являются естественными. Давно

была известна связь уравнений минимизации действия 𝑛 частиц и уравнений на так

называемые акцессорные параметры, возникающие в задаче униформизации сферы с

𝑛 проколами. Таким образом, поставленная задача также связана с проблемой унифор

мизации.

Мы предложили схему разрешения минимизирующих уравнений при помощи

введения дополнительных параметров. Также мы провели вычисления параллельно в

конформной теории поля и нашли соответствующие прескрипции для сопоставления

результатов. Таким образом было показано, что голографическое соответствие реали

зуется при достаточно общих предположениях. Предложенная схема может быть без

труда расширена на многоточечные корреляционные функции.

1.16 Комбинаторика и деформации схем Гильберта

В совместной работе Е.Горского с А.Негуцем исследованы стабильные базисы

в 𝐾-теории схемы Гильберта точек на плоскости, введенные в работах А.Ю.Окунькова

и Д.Малика. Установлено, что при изменении параметра наклона базис локально по

стоянен и изменяется при переходе через дискретное множество “стен”. Нами получено

описание множества “стен” и сформулирована гипотеза, описывающая матрицу перехо

да через каждую из таких “стен”. Эта матрица связана с матрицей бар-инволюции на

квантовом пространстве Фока, возникающей в работах Леклерка и Тибона по теории

представлений квантовых аффинных алгебр.
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Разбиение называется𝑁 -сердцевиной, если ни один из крюков соответствующей

диаграммы Юнга не делится на 𝑁 . В классической работе Дж. Андерсон для взаимно

простых 𝑀 и 𝑁 построена биекция между множеством путей Дика в прямоугольнике

𝑀×𝑁 и множеством разбиений, одновременно являющихся𝑁 - и𝑀 -сердцевинами. Если

𝑁 и𝑀 не взаимно просты, то такая биекция невозможна, так как число (𝑁,𝑀)-сердцевин

бесконечно, а число путей Дика конечно. Тем не менее, Е.Горскому в совместной работе

с М.Мазиным и М.Вазирани удалось ввести отношение эквивалентности на множестве

(𝑁,𝑀)-сердцевин и построить биекцию между классами эквивалентности и путями Ди

ка. Для получено 𝑀 = 𝑁 доказательство связи между классами эквивалентности и

компонентами связности дополнения до набора гиперплоскостей, введенного в работах

Ши. Кроме того, сформулирована гипотеза о связи (𝑁,𝑀)-сердцевин с гомологиями

Хованова-Розанского торического зацепления типа (𝑁,𝑀).

В совместной работе Е.Горского с С.М.Гусейн-Заде предложена конструкция

локальных характеристических чисел для наборов голоморфных дифференциальных

1-форм на особых многообразиях с изолированными особенностями. Они вычисляются

как эйлеровы характеристики некоторых комплексов, обобщающих резольвенту Эгона

Норскотта детерминантного идеала. Построенная конструкция обобщает понятия ло

кального индекса 1-формы на особом многообразии и локальных характеристических

чисел на полных пересечениях, ранее исследованные в работах С.М.Гусейн-Заде, В.Эбе-

линга и др.

В статье Э.Карлссона и А.Меллита была построена интересная алгебра, дей

ствующая на пространстве многочленов от бесконечного числа переменных с допол

нительными параметрами. Эта алгебра была ими использована для доказательства

так называемой "шаффл-гипотезы"и ее "рациональных аналогов”. В совместной рабо

те Е.Горского, Э.Карлссона и А.Меллита получена геометрическая конструкция этой

алгебры и ее представления. Полиномиальное представление отождествлено с эквива

риантной К-теорией параболической флаговой схемы Гильберта, тесно связанной с аф

финными пространствами Ламона. Дана явная геометрическая конструкция операто

ров, порождающих алгебру.

1.17 Асимметричный процесс с простыми исключениями (ASEP) и детерми

нантные точечные процессы

С начала 1960-х годов детерминантные (и тесно связанные с ними пфаффиан

ные) случайные точечные процессы служили важнейшим инструментом в асимптотиче

ском анализе точно решаемых вероятностных систем в математике и физике. В конце
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1990-х годов область их применения была расширена на модели случайного роста и

системы взаимодействующих частиц в размерности (1+1).

Около 10 лет назад работа Трейси и Уидома по асимптотикам частично асим

метричного процесса с простыми исключениями (аббревиатура ASEP от английского

термина partially asymmetric simple exclusion process) положила начало новой волне ис

следований. ASEP — это одна из наиболее базовых систем взаимодействующих частиц,

асимптотики которой на большом времени, не получалось найти стандартными детерми

нантными или пфаффианными методами. Трейси и Уидом использовали другой подход

(координатный анзац Бете), и за их работами последовал всплеск активности в этом

направлении.

Трейси и Уидом показали, что флуктуации потока на больших временах для

ASEP со ступенчатыми начальными условиями описываются распределением Трейси–

Уидома для гауссовских унитарных ансамблей, которое берет начало в детерминант

ном точечном процесса Эйри. Тем не менее, до предельного перехода детерминантные

процессы никак не видны.

С появлением работ по асимптотикам направленных полимеров в случайной

среде появилась надежда на более активное использование детерминантных точечных

процессов. Для непрерывного броуновского полимера (или, что эквивалентно, стоха

стического уравнения в частных производных Кардара–Паризи–Жанга (KPZ) с так

называемыми начальными данными типа “узкого клина”), являющегося предельным

объектом для ASEP, преобразование Лапласа распределения его статсуммы есть сред

нее простого мультипликативного функционала детерминантного процесса Эйри (см.

результат в этой форме в недавней заметке Бородин–Горин).

Другая форма результата — это модель полу-дискретного броуновского поли

мера, известная как полимер О’Конелла-Йора. Для этой модели было показано, что

преобразование Лапласа статсуммы может быть реализовано через средние по знако

вым детерминантным точечным процессам. К сожалению, применение “знаковых"(т.е.

неположительных) мер в теории вероятностей ограничено, несмотря на то, что Имаму

ра и Сасамото смогли найти предел своего результата и получить связь KPZ и Эйри,

упомянутую в предыдущем абзаце.

Одна из целей данной работы — это установить ясную связь между ASEP и

детерминантными точечными процессами, а также показать, как эта связь может быть

использована для анализа асимптотик на большом времени.

ASEP может быть реализован как предел другой системы случайного роста,

известной как стохастическая шестивершинная модель; ее определение восходит к Гва и
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Шпон. Совсем недавно Бородин заметил, что определенные средние для стохастической

шестивершинной модели совпадают с другими средними для так называемых мерШура

(введенных ранее Окуньковым); о последних можно думать как о возможных примерах

детерминантных точечных процессов.

Найти предел ASEP для этого совпадения — не совсем простая задача, и это —

первый из главных результатов настоящей работы. Семейство детерминантных процес

сов, соответствующих ASEP (со ступенчатыми начальными данными) оказалось новым

и ранее не рассмотренным. Мы называем их дискретными ансамблями Лагерра; они жи

вут на Z≥0 := {0,1,2, . . . }, и их корреляционные ядра выражаются через классические

ортогональные полиномы Лагерра. Мы доказываем, что результат q-преобразования

Лапласа функции высоты ASEP равен среднему мультипликативных функционалов по

соответствующему дискретному ансамблю Лагерра.

Затем мы показываем, как из этого результата следуют три различных асимп

тотических режима для ASEP. Они соответствуют двум предельным режимам дискрет

ного ансамбля Лагерра. В первом пределе, с конечным числом частиц в ASEP, дискрет

ный ансамбль Лагерра сходится к дискретному ансамблю Эрмита. Во втором и тре

тьем пределах, соответствующих сходимости функции высоты ASEP к распределению

Трейси–Уидома для гауссовских унитарных ансамблей и к решению уравнения KPZ,

упомянутых выше, дискретный ансамбль Лагерра сходится к процессу Эйри. Разница

между этими двумя пределами в том, что касается дискретного ансамбля Лагерра, свя

зана исключительно с различным асимптотическим поведением мультипликативного

функционала.

Кроме этого, мы объясняем, что соответствующий предел означает для стоха

стической шестивершинной модели (сходимость к распределению Трейси–Уидома для

гауссовских унитарных ансамблей была получена ранее).

Что касается других результатов, мы вводим дискретный ансамбль Якоби, объ

ясняем, как устроен теоретико-операторный механизм возникновения дискретных ан

самблей в теории классических ортогональных многочленов, и показываем многочис

ленные предельные переходы между более классическими и новыми ортогональными

многочленами.

Пусть 𝒲 = 𝒲(𝑑𝑡) — такая мера на R, что

(a) она абсолютно непрерывна относительно меры Лебега 𝑑𝑡;

(b) у нее есть конечные моменты каждого порядка;

(c) проблема моментов для 𝒲 является определенной.
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Обозначим через ̃︀𝒫0, ̃︀𝒫1, . . . ортогональные многочлены относительно меры 𝒲
с положительными старшими коэффициентами; они образуют базис в ℋ := 𝐿2(R,𝒲).

Если 𝑟 ∈ R—точка носителя меры𝒲 , рассмотрим ортогональное разложениеℋ = ℋ−𝑟 ⊕
ℋ+

𝑟 , где ℋ−𝑟 ⊂ ℋ и ℋ+
𝑟 ⊂ ℋ — подпространства функций с носителями, соответственно,

(−∞,𝑟) и (𝑟,+ ∞).

У нас есть изоморфизм гильбертовых пространств ℋ ↔ ℓ2(Z≥0) в смысле соот
ветствия ̃︀𝒫𝑛 ↔ 𝛿𝑛, 𝑛 ∈ Z≥0. Под действием этого изоморфизма сумма ℋ = ℋ−𝑟 ⊕ ℋ+

𝑟

индуцирует ортогональное разложение ℓ2(Z≥0) = 𝐿−𝑟 ⊕ 𝐿+
𝑟 . Обозначим через 𝐾−𝑟 and

𝐾+
𝑟 ортогональные проекции на 𝐿−𝑟 и 𝐿+

𝑟 соответственно. Эти операторы определяют

детерминантные точечные процессы P±𝑟 на Z≥0. Корреляционные ядра этих точечных
процессов (т.е., матрицы 𝐾±𝑟 ) имеют вид

𝐾+
𝑟 (𝑥,𝑦) =

∫︁ +∞

𝑟

̃︀𝒫𝑥(𝑡) ̃︀𝒫𝑦(𝑡)𝒲(𝑑𝑡),

𝐾−𝑟 (𝑥,𝑦) =

∫︁ 𝑟

−∞

̃︀𝒫𝑥(𝑡) ̃︀𝒫𝑦(𝑡)𝒲(𝑑𝑡), 𝑥,𝑦 ∈ Z≥0.

Если выбрать в качестве 𝒲(𝑑𝑡) один из трех классических весов

exp(−𝑡2) 𝑑𝑡, 1𝑡>0 𝑡
𝛽−1 exp(−𝑡) 𝑑𝑡, 1−1<𝑡<1 (1 − 𝑡)𝑎(1 − 𝑡)𝑏 𝑑𝑡, 𝑡 ∈ R,

мы придем к дискретным ансамблям Эрмита, Лагерра и Якоби соответственно. Они

сильно отличаются от ортогональных полиномиальных ансамблей, связанных с этими

весами; те живут на R и почти наверное имеют конечное число частиц. Заметим, что

индекс и независимая переменная в ортогональном многочлене меняются ролями при

переходе от одного типа ансамблей к другому, что имеет определенное сходство с идеей

биспектральности. Дискретный ансамбль Эрмита ранее появлялся в работе Бородина

и Ольшанского, два специальных случая дискретного ядра Якоби ранее появлялись в

работе Бородина и Куана, а дискретный ансамбль Лагерра и обобщенный дискретный

ансамбль Якоби появляются как новые результаты.

Ключевая особенность P±𝑟 , важная для нас — это то, что для классических

весов корреляционные ядра являются спектральными проекциями для довольно про

стого разностного оператора второго порядка на Z≥0. Это не что иное как матрицы

Якоби, связанные с соответствующими системами ортогональных многочленов. Други

ми словами, это трехдиагональные Z≥0×Z≥0 матрицы, представляющие оператор вида
±(𝑇 − const) в базисе соответствующих ортогональных многочленов, где 𝑇 — оператор

умножения на независимую переменную 𝑡 in 𝐿2(R,𝒲(𝑑𝑡)).
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Объясним, почему это важно для нас. Классические гипергеометрические мно

гочлены схемы Аски всегда можно рассматривать как собственные функции подходяще

го дифференциального или разностного оператора второго порядка (с полиномиальны

ми коэффициентами). Поэтому корреляционные ядра соответствующих ортогональных

полиномиальных ансамблей можно рассматривать как спектральные проекции соответ

ствующих операторов.

Существует несколько асимптотических режимов, в которых ортогональные по

линомиальные ансамбли прекращают быть таковыми (например, число частиц может

стремиться к бесконечности), но соответствующие дифференциальные/разностные опе

раторы, как легко видеть, имеют предел. В случае, когда пространства состояний до

и после предельного перехода дискретные, в реальности достаточно установить сходи

мость спектральных проекций для таких операторов, и, следовательно, сходимость со

ответствующих детерминантных точечных процессов. Более того, вычисления заметно

упрощаются по сравнению с традиционными подходами к таким асимптотикам, кото

рые, как правило, включают в себя метод перевала или методы, связанные с проблемой

Римана–Гильберта. Однако на данный момент мы не можем дать оценку этому методу

в случае, если некоторые из пространств состояний непрерывны, и тогда его следует

рассматривать как эвристический. В то же время, для всех известных нам примеров он

приводит к верному заключению при достаточно небольшом количестве вычислений, а

также дает, возможно, самый простой способ угадать правильный скейлинг.

Подход к асимптотикам корреляционных ядер, связанный с разностными опера

торами, был впервые использован Бородиным и Ольшанским. Он также немного похож

по духу на идею Эделмана и Саттона, приведшую к заметному прогрессу в понимании

пределов обобщенных 𝛽-ансамблей в теории случайных матриц, с той существенной

разницей что в этом случае приходится иметь дело со случайными трехдиагональны

ми матрицами (что значительно труднее). Другая связанная с этим идея есть в работе

Брейера и Дюитса, которые использовали асимптотики матриц Якоби, чтобы доказать

гауссовость флуктуаций для соответствующих ортогональных полиномиальных ансам

блей в пределе растущего числа частиц.

В нашей работе мы используем описанный новый подход, чтобы доказать несколь

ко предельных утверждений, разными способами реализующих дискретные ансамбли

Эрмита, Лагерра и Якоби как предельные случаи. Одно из таких утврждений связано

со сходимостью ортогональных полиномомиальных ансамблей Мейкснера к дискрет

ным ансамблям Лагерра. Вместе с известными результатами по связи наблюдаемых

для стохастической шестивершинной модели с мерами Шура (ансамбли Мейкснера —
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их специальный случай) этот предел и приводит к нашему первому главному результа

ту.

Теорема 1. Рассмотрим ASEP на Z, где частицы занимают все отрицательные целые

значения в момент времени 0, интенсивность прыжков налево равна l = 𝑞 ∈ (0,1), а

интенсивность прыжков направо равна r = 1. Обозначим через h(𝑥) число частиц в

ASEP справа от позиции 𝑥 ∈ Z (включая саму позицию 𝑥). Тогда в каждый момент

времени 𝑡 ≥ 0 и для любых 𝑥 ≥ 0, 𝜁 ∈ C ∖ {−𝑞Z≤0} выполнено равенство

E(ASEP в момент 𝑡)

∏︁
𝑖≥1

1

1 + 𝜁𝑞h(𝑥)+𝑖
= E𝑍∈DLaguerre+((1−𝑞)𝑡,𝑥+1)

∏︁
𝑧∈𝑍

1

1 + 𝜁𝑞𝑧
,

где DLaguerre+(𝑟; 𝛽) — это детерминантный точечный процесс вида P+
𝑟 с весом Лагерра

𝒲(𝑑𝑡) = 1𝑡>0 𝑡
𝛽−1 exp(−𝑡) 𝑑𝑡. Аналогичное соотношение верно и для 𝑥 < 0.

Дальнейший предельный переход от дискретного ансамбля Лагерра к дискрет

ному ансамблю Эрмита, который мы также доказываем операторным методом, ведет к

асимптотикам первых частиц в ASEP на большом времени.

Наконец, мы используем сходимость ортогональных полиномиальных ансам

блей Мейкснера и Шарлье к дискретным ансамблям Эрмита и Эйри, чтобы сделать

аналогичные асимптотические утверждения на большом масштабе для двух случаев

стохастической шестивершинной модели в квадранте.

В процессе работы над асимптотическими вопросами мы столкнулись с пробле

мой нахождения нового предела ядра Кристоффеля–Дарбу для полиномов Мейкснера.

Мы уже собирались применить стандартное, но техническое рассуждение вроде мето

да перевала, чтобы найти предел, когда поняли, что есть намного менее известный,

однако значительно более краткий и концептуальный способ получить этот предел —

подход, использующий разностные операторы, который обсуждался выше. Дальнейшие

естественные вопросы для ASEP и стохастической шестивершинной модели показали

необходимость нахождения пределов других ядер той же природы. Операторный подход

подходит для них всех, оказывается довольно аккуратным, с очень ограниченным коли

чеством вычислений и общим рассуждением из функционального анализа. Мы решили

использовать эту возможность дать полное описание этого метода (которого ранее не

было в литературе) и продемонстрировать его мощь на некоторых новых предельных

переходах, как тех, которые были нам нужны, так и на тех, которые могут оказаться

нужными в будущем. Пример последнего — это сходимость ортогонального полиноми

ального ансамбля Рака к дискретному ансамблю Якоби, которая (a) с большим трудом

устанавливается — либо вообще не может быть установлена — классическим методом

перевала и (б) вероятно, будет полезна при изучении моделей случайных замощений.
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1.18 Орбиты и инварианты супергруппоида Вейля

Мы изучаем орбиты и полиномиальные инварианты некоторого аффинного дей

ствия супергруппоида Вейля супералгебры Ли gl(𝑛,𝑚) в зависимости от параметра

действия и показываем, что для типичных значений параметра все орбиты конечны и

различимы с помощью явно заданных инвариантов. Мы также даем подробное описа

ние специальное множество параметров, для которых алгебра инвариантов не является

конечно порожденной и не разделяет орбиты, причем некоторые из орбит бесконечны.

Пусть 𝐺 – конечная группа, действующая линейно на конечномерном простран

стве 𝑉 над полем характеристики нуль, и пусть 𝑃 [𝑉 ]𝐺 – алгебра полиномиальных ин

вариантов. Хорошо известно, что эта алгебра конечно порождена и разделяет орбиты,

то есть для любых двух орбит существует инвариант 𝑓 ∈ 𝑃 [𝑉 ]𝐺, принимающий на

этих орбитах различные значения. Классическим примером является группа Коксете

ра, порожденная отражениями в вещественном евклидовом пространстве 𝑉 , в котором,

согласно теореме Шевалле, соответствующая алгебра инвариантов конечно порождена.

Рассотрим теперь конечный группоид G, действующий на аффинном простран

стве 𝑉 частично заданными аффинными отображениями. Нас интересуют следующие

вопросы:

Q1. Является ли алгебра инвариантов 𝑃 [𝑉 ]𝐺 конечно порожденной?

Q2. Разделяет ли эта алгебра орбиты G?

Эти вопросы кажутся тесно связанными со следующим вопросом, ответ на который

тривиален в случае групп:

Q3. Все ли орбиты конечны?

Как мы увидим далее, ответы на все эти вопросы, вообще говоря, отрицатель

ные. Мы продемонстрируем это в случае так называемого супергруппоида Вейля 𝒲𝑛,𝑚,

введенного в связи с кольцом Гротендика супералгебры Ли gl(𝑛,𝑚). Мы будем рассмат

ривать специальное аффинное действие Φ𝜅 этого группоида, которое будет зависеть от

ненулевого параметра 𝜅, возникающего в теории деформированных квантовых систем

Калоджеро-Мозера.

Известно, что алгебра инвариантов 𝑃 [𝑉 ]Φ𝜅 для иррациональных 𝜅 конечно по

рождена и изоморфна алгебре, отвечающей квантовым интегралам движения Калод

жеро-Мозера. Специальный случай 𝜅 = −1 отвечает супералгебре Ли gl(𝑛,𝑚), когда со

ответствующие инварианты являются суперсимметрическими многочленами и опреде
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ляются характерами полиномиальных представлений. Известно, что соответствующая

алгебра не является конечно порожденной, и что она не разделяет орбиты, и некоторые

орбиты оказываются бесконечными.

В нашей работе мы исследуем более детально случай, когда 𝜅 произвольно, в

частности, когда 𝜅 рационально.

Пусть Φ𝜅 – действие супергруппоида Вейля𝒲𝑛,𝑚. Мы будем называть параметр

𝜅 специальным, если

𝜅 = ±𝑝
𝑞
, для некоторых 1 ≤ 𝑝 ≤ 𝑚, 1 ≤ 𝑞 ≤ 𝑛.

Интересно, что то же множество параметров появляется в связи со свойством Коэна

Маколея.

Наши ключевые результаты следующие.

Теорема 1. Все орбиты 𝒲𝑛,𝑚 конечны, если и только если 𝜅 не является специ

альным параметром, меньшим нуля. В этом случае алгебра полиномиальных инвариан

тов 𝑃 [𝑉 ]Φ𝜅 конечно порождена. Кроме того, если 𝜅 также не является положительным

специальным параметром, то эта алгебра разделяет орбиты.

Для специальной, подробно описанной подалгебры Λ𝑛,𝑚,𝜅 ⊂ 𝑃 [𝑉 ]Φ𝜅 , которая

совпадает с 𝑃 [𝑉 ]Φ𝜅 , когда 𝜅 не является рациональным числом, большим нуля, мы

можем сформулировать утверждение еще точнее.

Теорема 2. Алгебра Λ𝑛,𝑚,𝜅 разделяет орбиты в том и только в том случае, когда

параметр 𝜅 неспециален.

Мы предполагаем, что полная алгебра инвариантов 𝑃 [𝑉 ]Φ𝜅 также раздляет ор

биты и, более общо, что орбиты любого аффинного действия конечного группоида с

конечными орбитами разделимы с помощью инвариантов.

Группоид G – это категория, в которой все морфизмы обратимы. Мы будем

обозначать B множество объектов, называемое также базой; множество морфизмов

обозначается G так же, как и сам группоид.

Если база B состоит из одного элемента, тогда G имеет естественную груп

повую структуру. Более общо, каждому 𝑥 ∈ B можно сопоставить группу изотопии

G𝑥, состоящую из всех морфизмов 𝑔 ∈ G элемента 𝑥 в себя. Для каждого группоида

имеется естественное отношение эквивалентности на базе B: мы полагаем 𝑥 ∼ 𝑦, если

существует морфизм 𝑔 : 𝑥→ 𝑦.

Для любого множества 𝑋 можно определить группоид G(𝑋), база которого со

держит всевозможные подмножества 𝑌 ⊂ 𝑋 и морфизмами являются всевозможные
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биекции между ними. Под действием группоида мы будем понимать гомоморфизм G в

G(𝑋) (который, в свою очередь, является функтором между соответствующими кате

гориями). Если 𝑋 – аффинное пространство, 𝑌 ⊂ 𝑋 суть аффинные подпространства,

а морфизмы – аффинные биекции, то в этом случае мы будем называть действие груп

поида аффинным.

Орбита 𝒪𝑥 действия G на 𝑋 состоит из всех точек 𝑦 ∈ 𝑋, для которых суще

ствуют элементы 𝑔1,...,𝑔𝑘 ∈ G такие, что 𝑦 = 𝑔𝑘(𝑔𝑘−1(...(𝑔1(𝑥))...)). В отличие от случая

группы, произведение 𝑔𝑘𝑔𝑘−1...𝑔1 может не существовать.

Мы будем рассматривать частный случай супергруппоида Вейля, сопостовля

емого любой классической супералгебре Ли g. Корни g образуют корневую систему

𝑅 ⊂ 𝑉 в смысле Сергановой, что является некоторым обобщением корневой системы

в случае, когда присутствуют изотропные корни. Для изотропных корней нельзя опре

делить отражение, что ведет к хорошо известной проблеме определения группы Вейля

в данной ситуации. Отражения, отвечающие неизотропным корням, образуют малую

группу Вейля 𝑊0, которая описывает частичную симметрию системы.

Рассмотрим группоид T𝑖𝑠𝑜 с базой 𝑅𝑖𝑠𝑜, являющейся множеством всех изотроп

ных корней в 𝑅. Множество морфизмов 𝛼 → 𝛽 непусто в том и только в том случае,

когда 𝛽 = ±𝛼, и тогда это множество состоит только из одного элемента. Мы будем

обозначать 𝜏𝛼 соответствующий морфизм 𝛼 → −𝛼, 𝑎 ∈ 𝑅𝑖𝑠𝑜. Группа 𝑊0 действует на

T𝑖𝑠𝑜 естественным образом: 𝛼 → 𝑤(𝛼), 𝜏𝛼 → 𝜏𝑤(𝛼).

Супергруппоид Вейля

𝒲(𝑅) = 𝑊0 ⊔𝑊0 n T𝑖𝑠𝑜

определяется как дизъюнктное объединение группы𝑊0, рассматриваемой как группоид

с одноточечной базой [𝑊0], и группоида-полупрямого произведения 𝑊0 n T𝑖𝑠𝑜 с базой

𝑅𝑖𝑠𝑜. Такое дизъюнктное объединение является корректно определенной операцией над

группоидами.

Ранее мы определили допустимые деформации обобщенных корневых систем.

Корни остаются такими же, однако билинейная форма 𝐵 на 𝑉 деформируется и для

классических серий зависит от параметра 𝜅, который предполагается ненулевым. Слу

чай 𝜅 = −1 отвечает изначальной обобщенной системе корней.

Пусть 𝑋 = 𝑉 с деформированной билинейной формой ( , ). Определим аффин

ное действие Φ𝑘 супергруппоида Вейля 𝒲(𝑅) на 𝑉 . Базовая точка [𝑊0] отображает

ся во все пространство 𝑉 . Пусть 𝛼 ∈ 𝑅𝑖𝑠𝑜, тогда 𝜏𝛼 отображает гиперплоскость Π𝛼,

заданную уравнением (𝛼,𝑧) = −1
2
(𝛼,𝛼) в гиперплоскость Π−𝛼, заданную уравнением
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(𝛼,𝑧) = 1
2
(𝛼,𝛼). Элементы группы 𝑊0 действуют естественным образом и элемент 𝜏𝛼

действует сдвигом

𝜏𝛼(𝑧) = 𝑧 + 𝛼 ∈ Π−𝛼, 𝑧 ∈ Π𝛼,

суженным на гиперплоскость Π𝛼.

Алгебра инвариантов 𝑃 [𝑉 ]Φ𝜅 данного действия тесно связана с алгеброй кван

товых интегралов движения соответствующей деформированной системы Калоджеро

Мозера. В действительности, понятие супергруппоида Вейля мотивировано этой свя

зью, а также теорией представлений классических супералгебр Ли: кольцо Гротендика

𝐾(g) конечномерных представлений базовой классической супералгебры Ли g изоморф

но кольцу тригонометрических инвариантов Z[𝑃0]
Φ𝜅 , где 𝜅 = −1 и 𝑃0 является весовой

решеткой четной части g.

В случае супералгебры Ли gl(𝑛,𝑚) система корней в базисе 𝜀𝑖, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛,

𝛿𝑝 = 𝜀𝑝+𝑛, 1 ≤ 𝑝 ≤ 𝑚 имеет вид

𝑅0 = {𝜀𝑖 − 𝜀𝑗, 𝛿𝑝 − 𝛿𝑞, 1 ≤ 𝑖 ̸= 𝑗 ≤ 𝑛, 1 ≤ 𝑝 ̸= 𝑞 ≤ 𝑚},
𝑅1 = {±(𝜀𝑖 − 𝛿𝑝), 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 1 ≤ 𝑝 ≤ 𝑚} = 𝑅𝑖𝑠𝑜.

Малая группа Вейля 𝑊0 = 𝑆𝑛 ×𝑆𝑚 действует, переставляя раздельно 𝜀𝑖, 𝑖 = 1,...,𝑛 и 𝛿𝑝,

𝑝 = 1,...,𝑚. Обозначим соответствующий супергруппоид Вейля𝒲𝑛,𝑚. Деформированная

билинейная форма определяется следующими соотношениями:

(𝜀𝑖,𝜀𝑖) = 1, (𝜀𝑖, 𝜀𝑗) = 0, 𝑖 ̸= 𝑗, (𝛿𝑝,𝛿𝑝) = 𝜅, (𝛿𝑝,𝛿𝑞) = 0, 𝑝 ̸= 𝑞, (𝜀𝑖,𝛿𝑝) = 0.

При 𝛼 = 𝜀𝑖 − 𝛿𝑝 ∈ 𝑅𝑖𝑠𝑜 соответствующие гиперплоскости Π±𝛼 задаются уравне

ниями

𝑢𝑖 − 𝜅𝑣𝑝 = ±1

2
(1 + 𝜅).

Действие элемента 𝜏𝛼 ∈ 𝒲𝑛,𝑚 на гиперплоскости Π−𝛼, в свою очередь, задается форму

лой

𝜏𝛼(𝑧) = (𝑢1,...,𝑢𝑖 + 1,...,𝑢𝑛,𝑣1,...,𝑣𝑝 − 1,...,𝑣𝑚),

где 𝑧 = (𝑢1,...,𝑢𝑛,𝑣1,...,𝑣𝑚).

В простейшем примере, когда 𝑛 = 𝑚 = 1, имеются две прямые 𝐿± на плоскости,

которые задаются уравнениями

𝑢− 𝜅𝑣 = ±1

2
(1 + 𝜅),

а также сдвиги (𝑢,𝑣) → (𝑢 + 1,𝑣 − 1), отображающие 𝐿− в 𝐿+, и обратные сдвиги

(𝑢,𝑣) → (𝑢− 1,𝑣+ 1). В этом случае имеется очень простой группоид T2 с базой из двух

точек, которые соединены взаимно обратными морфизмами.
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При 𝜅 ̸= −1 орбиты суть отдельные точки вне указанных выше прямых, а

также пары точек (𝑢,𝑣), (𝑢+ 1,𝑣 − 1) на этих прямых. Случай 𝜅 = −1 исключителен: в

этом случае эти две прямые суть одна и та же прямая 𝐿, заданная уравнением 𝑢+ 𝑣 =

0 и сохраняющаяся при сдвигах. Вне прямой 𝐿 орбиты также являются отдельными

точками, однако на прямой орбиты бесконечны, и каждая орбита имеет вид (𝑢+𝑙,−𝑢−𝑙),
𝑙 ∈ Z.

Случай произвольных 𝑚 и 𝑛 более сложен, но мы далее показываем, что для

него имеется похожее описание.

1.19 Обобщенные Янгианы и их пуассонова структура

Под термином “обобщенные Янгианы” мы подразумеваем близкие к Янгианам

алгебры двух различных классов. Один из этих классов содержит семейство так называ

емых брейдинговых Янгианов, введенных ранее в одной из наших статей. В некоторых

отношениях брейдинговый Янгиан близок по свойствам к алгебре уравнения отраже

ний. Обобщенные Янгианы второго класса, которые мы будем назввать Янгианами

RTT типа, задаются теми же формулами, что и обычный Янгиан, но с другими кванто

выми 𝑅-матрицами. Если такая 𝑅-матрица является простейшей тригонометрической

𝑅-матрицей, то соответствующий Янгиан RTT типа называется 𝑞-Янгианом. Одним из

результатов данной работы является утверждение о том, что всякий обобщенный Ян

гиан есть деформация коммутативной алгебры Sym(𝑔𝑙(𝑚)[𝑡−1]) если определяющая его

𝑅-матрица представляет собой деформацию оператора перестановки. Кроме того, мы

приводим явный вид соответствующих скобок Пуассона.

Ранее в наших работах было определено понятие брейдингового Янгиана (это

название происходит от английского словосочетания braided Yangian) связанного с ши

роким классом рациональных и тригонометрических 𝑅-матриц. Фактически, это но

вое обобщение Янгиана Y(𝑔𝑙(𝑚)), введенного Дринфельдом. Согласно одному из опре

делений, Янгиан Y(𝑔𝑙(𝑚)) является алгеброй, порожденной коэффициентами матрич

нозначной функции

𝐿(𝑢) =
∑︁
𝑘>0

𝐿[𝑘]𝑢−𝑘.

Коэффициенты Лорана 𝐿[𝑘] представляют собой конечные 𝑚 × 𝑚 матрицы, причем

𝐿[0] = 𝐼 — единичная матрица. Матричные элементы 𝐿(𝑢) удовлетворяют системе пе

рестановочных соотношений

𝑅(𝑢,𝑣)𝐿1(𝑢)𝐿2(𝑣) − 𝐿1(𝑣)𝐿2(𝑢)𝑅(𝑢,𝑣) = 0.
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Здесь 𝑅(𝑢,𝑣) = 𝑃 − 𝑎
𝑢−𝑣𝐼 — известная 𝑅-матрица Янга1. В дальнейшем символ 𝐼 будет

обозначать единичную матрицу, 𝑃 — оператор транспозиции или его матрицу. Матри

ца 𝐿(𝑢) (и аналогичные матрицы, рассмотриваемые ниже) называется генерирующей

матрицей.

Упомянутая выше 𝑅-матрица Янга является простейшим примером токовой

(то есть, зависящей от спектрального параметра) матрицей, которая является одним из

решений квантового уравнения Янга-Бакстера:

𝑅12(𝑢, 𝑣)𝑅23(𝑢,𝑤)𝑅12(𝑣, 𝑤) = 𝑅23(𝑣, 𝑤)𝑅12(𝑢,𝑤)𝑅23(𝑢, 𝑣).

Если в равенстве (1.19) заменить 𝑅-матрицу Янга на другую токовую матрицу

𝑅(𝑢,𝑣), мы придем к классу янгианоподобных алгебр. Самый известный пример — так

называемый 𝑞-Янгиан, который отвечает простейшей тригонометрической 𝑅-матрице,

происходящей из квантовой группы (КГ) 𝑈𝑞(𝑠𝑙(𝑚)). Далее в тексте все объекты и струк

туры, связанные с алгебрами 𝑈𝑞(𝑠𝑙(𝑚)) или 𝑈𝑞(𝑠𝑙(𝑚)) называются стандартными.

Помимо стандартной 𝑅-матрицы существует большое семейство рациональных

и тригонометрических токовых 𝑅-матриц, которые строятся, соответственно, из инов

лютивных или Геккевских постоянных 𝑅-матриц с помощью процедуры бакстеризации

(точные определения даны в разделе 2). Соответствующие алгебры с соотношениями

(1.19) будем называть Янгианами RTT типа и обозначать символомY𝑅𝑅𝑇 (𝑅). При этом,

в отличие от обычного Янгиана, мы не будем накладывать условие 𝐿[0] = 𝐼.

Другой класс алгебр — брейдинговые Янгианы — был введен в работе [266]. Ге

нерирующая матрица каждой такой алгебры удовлетворяет следующему соотношению

𝑅(𝑢,𝑣)𝐿1(𝑢)𝑅𝐿1(𝑣) − 𝐿1(𝑣)𝑅𝐿1(𝑢)𝑅(𝑢,𝑣) = 0,

где 𝑅(𝑢,𝑣) — упомянутая выше токовая 𝑅-матрица, полученная процедурой бакстериза

ции из постоянной инволютивной или Геккевской 𝑅-матрицы. Генерирующая матрица

𝐿(𝑢) также представляет собой формальный ряд, определенный в формуле (1.19), с до

полнительным условием 𝐿[0] = 𝐼. Брейдинговый Янгиан будем обозначать символом

Y(𝑅).

Определенные выше янгианоподобные алгебры будем называть обобщенными

Янгианами.

Отметим, что свойства обобщенных Янгианов Y𝑅𝑅𝑇 (𝑅) и Y(𝑅) существенно

различаются. В частности, они имеют разную структуру би-алгебры. Связь операций

1Отметим, что в литературе часто используется другая форма этой 𝑅-матрицы: ℛ(𝑢,𝑣) = 𝑃𝑅(𝑢,𝑣).
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коумножения и умножения в тензорном квадрате в Янгианах RTT типа обычная, тогда

как в брейдинговых Янгианах она более сложная и напоминает ситуацию в супер-алгеб

рах, только роль супер-транспозиции берут на себя более сложные операторы, строя

щиеся из определяющей 𝑅-матрицы. Кроме того, в двух классах обобщенных Янгианов

совершенно разные отображения вычисления1, что приводит к большим различиям в

теории представлений этих алгебр.

Отображение вычисления для брейдинговых Янгианов сходно с подобным отоб

ражением в классической случае. Образ этого отображения содержится в алгебре урав

нения отражений, определяемой исходной 𝑅-матрицей 𝑅. Модифицированная алгебра

уравнения отражений (отличается от обычной линейным сдвигом некоторых генерато

ров на единичный элемент) может быть интерпретирована как твистованный аналог

алгебры 𝑈(𝑔𝑙(𝑚)). В частности, категории конечномерных представлений 𝑈(𝑔𝑙(𝑚)) и

модифицированной алгебры уравнения отражений во многом похожи [265]. Отображе

ние вычисления позволяет, таким образом, построить большой набор нетривиальных

представлений брейдинговых Янгианов.

В случае Янгианов RTT типа отображение вычисления менее интересно, по

скольку его образы лежат в алгебрах, теория представлений которых в общем случае

неизвестна. Пример 𝑞-Янгиана RTT типа, связанного со стандартной тригонометриче

ской 𝑅-матрицей приведен в монографии [270].

Основная цель настоящей статьи заключается в исследовании деформационных

свойств обобщенных Янгианов обоих классов2. Мы будем говорить, что ассоциативная

алгебра 𝐴ℎ, зависящая от некоторого параметра ℎ, имеет деформационное свойство,

если при ℎ = 0 она превращается в коммутативную алгебру 𝐴 = 𝐴0 и в этой ком

мутативной алгебре можно задать новое произведение ⋆ℎ, индуцированное алгеброй

𝐴ℎ и гладко зависящее от параметра ℎ. Это, в свою очередь, означает, что для значе

ний параметра в общем положении существуют изоморфизмы линейных пространств

𝛼ℎ : 𝐴 → 𝐴ℎ, гладко зависящие от ℎ и являющиеся тождественными отображения

ми при нулевом параметре: 𝛼0 = Id. Тогда индуцированное произведение в алгебре 𝐴

задается правилом:

𝑓 ⋆ℎ 𝑔 = 𝛼−1ℎ (𝛼ℎ(𝑓) ∘ 𝛼ℎ(𝑔)),

где символ ∘ обозначает умножение в алгебре 𝐴ℎ. Отображения 𝛼ℎ обычно строятся

с использованием специального базиса (иногда называемого базисом Пуанкаре-Бирг

1От английского термина “evaluation map” — отображение в некоторую конечнопорожденную ал

гебру как один из шагов построения представлений Янгиана.
2Все алгебры, которые мы рассматриваем, определяются посредством генераторов и соотношениий

на них. Параметры, входящие в соотношения не формальны и могут быть специализированы.
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хофа-Витта) в алгебре 𝐴ℎ. В дальнейшем мы покажем, что каждый обобщенный Ян

гиан представляет собой деформацию коммутативной аллгебры Sym(𝑔𝑙(𝑚)[𝑡−1]) при

дополнительном условии, что 𝑅 есть деформация оператора транспозиции.

Если алгебра 𝐴ℎ обладает деформационным свойством, тогда произведение ⋆ℎ

можно разложить в ряд по параметру:

𝑓 ⋆ℎ 𝑔 = 𝑓 · 𝑔 + ℎ 𝑐1(𝑓, 𝑔) + ℎ2 𝑐2(𝑓, 𝑔) + . . . ,

где · обозначает коммутативное произведение в алгебре 𝐴. В этом случае на алгебре 𝐴

существует скобка Пуассона, задаваемая антисимметризацией слагаемого 𝑐1:

𝐴⊗2 ∋ 𝑓 ⊗ 𝑔 ↦→ {𝑓,𝑔} =
1

2
(𝑐1(𝑓,𝑔) − 𝑐1(𝑔,𝑓)) ∈ 𝐴.

Второй целью нашей работы является явное вычисление Пуассоновых струк

тур, отвечающих Янгианам обоих классов. Мы выписываем квадратичные скобки Пуас

сона и их линеаризацию для обоих классов Янгианов.

1.19.1 Квантовые матричные алгебры и обобщенные Янгианы

Начнем с рассмотрения квантовых матричных алгебр аналогичных Янгианам

обоих классов, но связанных с постоянными 𝑅-матрицами. Напомним, что оператор

𝑅 : 𝑉 ⊗2 → 𝑉 ⊗2, где 𝑉 есть некоторое конечномерное линейное пространство (dim𝑉 =

𝑚), называется твистом, если он удовлетворяет квановому уравнению Янга-Бакстера

(1.19), в котором следует опустить зависимость от параметров. Твист 𝑅 будем назы

вать Геккевской (соответственно, инволютивной ) симметрией, если он дополнительно

подчиняется соотношению:

(𝑞𝐼 −𝑅)(𝑞−1𝐼 +𝑅) = 0,

где ненулевой числовой параметр 𝑞 удовлетворяет условию 𝑞2 ̸= 1 (соответственно,

𝑞2 = 1). Ниже в тексте мы будем полагать, что если 𝑞 ̸= 1, то значения 𝑞 выбираются в

общем положении, то есть, 𝑞𝑛 ̸= 1 для любого целого 𝑛.

Ассоциативная алгебра, порожденная матричными элементами матрицы 𝐿 =

‖𝑙𝑗𝑖‖16𝑖,𝑗6𝑚, которая удовлетворяет матричному соотношению

𝑅𝐿1𝑅𝐿1 − 𝐿1𝑅𝐿1𝑅 = ℎ(𝑅𝐿1 − 𝐿1𝑅),

называется модифицированной алгеброй уравнения отражений, если ℎ ̸= 0. В случае

ℎ = 0 мы будем опускать определение “модифицированная”. Алгебра (1.19.1) будет
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обозначаться символом ℒ(𝑅,ℎ) для ненулевых значений параметра, и символом ℒ(𝑅)

при ℎ = 0. Как обычно, нижние индексы матриц и операторов (например, 𝐿𝑖, 𝑅𝑖 𝑗 и так

далее) указывает позицию сомножителя (или сомножителей) 𝑉 в произведении 𝑉 ⊗𝑛, в

котором действует данный оператор. Кроме того, для оператора 𝑅𝑖 𝑖+1 выберем краткое

обозначение 𝑅𝑖.

Также введем в рассмотрение так называемую RTT-алгебру, связанную с тви

стом 𝑅 и определяемую следующей системой соотношений на матричные элементы

генерирующей матрицы:

𝑅𝑇1𝑇2 − 𝑇1𝑇2𝑅 = 0, 𝑇 = ‖𝑡𝑗𝑖‖16𝑖,𝑗6𝑚.

Эту алгебру будем обозначать 𝒯 (𝑅).

Алгебры ℒ(𝑅) и 𝒯 (𝑅) представляют собой примеры квантовых матричных ал

гебр, которые в общем случае задаются парой согласованных твистов [268].

Твист 𝑅 называется косообратимым, если существует оператор Ψ : 𝑉 ⊗2 → 𝑉 ⊗2

такой, что

Tr2𝑅12Ψ23 = 𝑃13 ⇔ 𝑅𝑘𝑙
𝑖𝑗Ψ

𝑗𝑞
𝑙𝑝 = 𝛿𝑞𝑖 𝛿

𝑘
𝑝 .

Все твисты 𝑅, с которыми мы будем иметь дело в данной работе, предполагаются ко

сообратимыми инволютивными или Геккевскими симметриями.

Для всякого косообратимого твиста𝑅 можно определить так называемый𝑅-след

Tr𝑅𝐴, где 𝐴 — произвольная матрица размером 𝑚 ×𝑚. Эта операция обладает рядом

полезных свойств и приложений. Например, 𝑅-след входит в конструкцию квантовых

симметрических полиномов в алгебрах 𝒯 (𝑅) и ℒ(𝑅). а также в обобщенных Янгианах

обоих классов. Явный вид этой операции будет выписан ниже для обобщенного Янги

ана. Отметим, что упомянутые квантовые симметрические полиномы генерируют так

называемые характеристические подалгебры 𝐶ℎ(𝒯 (𝑅)) и 𝐶ℎ(ℒ(𝑅)) в алгебрах 𝒯 (𝑅)

и ℒ(𝑅) соответственно. Свойства подалгебр 𝐶ℎ(𝒯 (𝑅)) и 𝐶ℎ(ℒ(𝑅)) сильно отличаются

друг от друга: последняя подалгебра центральна в RE алгебре, тогда как подалгебра

𝐶ℎ(𝒯 (𝑅)) коммутативна, но не центральна. Более подробное изложение можно найти

в работах [268, 267].

Обратимся теперь к обобщенным Янгианам. Для этого нам прежде всего потре

буется указать явный вид токовых 𝑅-матриц, входящих в форммулы (1.19) и (1.19). В

статье [266] было доказано следующее утверждение.
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Предложение 1. Рассмотрим следующую сумму

𝑅(𝑢,𝑣) = 𝑅 + 𝑔(𝑢,𝑣)𝐼,

где 𝑅 представляет собой некоторый твист, 𝑔(𝑢,𝑣) = 𝑓(𝑢 − 𝑣), а 𝑓(𝑧) — непостоянная

мероморфная функция.

Если𝑅— инволютивная симметрия, то матрица𝑅(𝑢,𝑣) является токовой𝑅-матрицей

в том и только в том случае, если

𝑔(𝑢,𝑣) =
𝑎

𝑢− 𝑣
.

Если же 𝑅 = 𝑅𝑞 — симметрия Гекке, тогда 𝑅(𝑢,𝑣) является токовой 𝑅-матрицей в том

и только в том случае, если

𝑔(𝑢,𝑣) =
𝑞 − 𝑞−1

𝑏𝑢−𝑣 − 1
.

Здесь 𝑎 и 𝑏 ̸= 1 — произвольные ненулевые комплексные числа.

Полагая, в частности, 𝑏 = 𝑞−2/𝑎, мы получим следующее выражение

𝑅(𝑢,𝑣) = 𝑅𝑞 −
𝑞

𝑢−𝑣
𝑎

(𝑢−𝑣
𝑎

)𝑞
𝐼.

В пределе 𝑞 → 1 эта 𝑅-матрица стремится к

𝑅1 −
𝑎

𝑢− 𝑣
𝐼,

при условии, что Геккевская симметрия 𝑅𝑞 стремится к инволютивной матрице 𝑅1.

Сделав замену переменных 𝑏−𝑢 → 𝑢, 𝑏−𝑣 → 𝑣 в (1.19.1), мы придем к следую

щему виду тригонометрической токовой 𝑅-матрицы

𝑅(𝑢,𝑣) = 𝑅− 𝑢(𝑞 − 𝑞−1)

𝑢− 𝑣
𝐼.

Очевидно, она зависит только от отношения 𝑥 = 𝑣/𝑢.

Далее мы будем рассматривать Янгианы RTT типа Y𝑅𝑅𝑇 (𝑅) и брейдинговые

Янгианы Y(𝑅), определяемые соответственно формулами (1.19) и (1.19), где 𝑅(𝑢,𝑣)

представляют собой токовые 𝑅-матрицы (1.19.1) или (1.19.1), тогда как средние мно

жители 𝑅 в (1.19) являются исходными симметриями.

Как уже отмечалось выше, Янгианы обоих классов обладают структурой би

алгебры, но в Y(𝑅) эта структура твистованная. Подробности можно найти в работе

[266].
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Рассмотрим теперь отображение вычисления для брейдингового Янгина. Для

данного Янгиана Y(𝑅) отображение вычисления определяется следующей формулой

𝐿(𝑢) ↦→ 𝐼 +
𝑀

𝑢
,

где 𝑀 является генерирующей матририцей целевой алгебры. Конкретная структура

этой алгебры зависит от исходной симметрии 𝑅. А именно, имеет место следующее

предложение.

Предложение 2.

1. Если твист 𝑅 является инволютивной симметрией, то отображение (1.19.1) за

дает сюръективный морфизм Y(𝑅) → ℒ(𝑅,1). Кроме того, отображение 𝑀 ↦→ 𝐿[1]

определяет инъективный морфизм ℒ(𝑅,1) → Y(𝑅).

2. Если твист 𝑅 является симметрией Гекке, то отображение (1.19.1) задает мор

физм Y(𝑅) → ℒ(𝑅).

Таким образом, в первом случае целевой алгеброй является ℒ(𝑅,1), а во втором — ℒ(𝑅).

Сформулированное выше предложение позволяет построить категорию конеч

номерных представлений брейдингового Янгиана. Такая категория была построена для

алгебры ℒ(𝑅,1). Таким образом, если 𝑅 является инволютивной симметрией, отобра

жение вычисления превращает любой ℒ(𝑅,1)-модуль в модуль над Y(𝑅). Если же 𝑅

— симметрия Гекке, тогда вначале мы превращаем данный ℒ(𝑅,1)-модуль в модуль

над алгеброй ℒ(𝑅), а затем реализуем в нем представление Янгиана Y(𝑅). Это все

гда возможно, поскольку алгебры ℒ(𝑅) и ℒ(𝑅,1) изоморфны. Их изоморфизм дается

следующим отображением:

ℒ(𝑅) → ℒ(𝑅,1), 𝐿 ↦→ 𝐿− 1

𝑞 − 𝑞−1
𝐼, 𝑞2 ̸= 1.

Отображение вычисления для Янгианов RTT типа имеет следующий вид:

𝐿(𝑢) ↦→ 𝑇0 +
𝑇1
𝑢
.

Если твист 𝑅 — симметрия Гекке, тогда отображения (1.19.1) переводит Янгиан в целе

вую алгебру, которая сходна с квантовой алгеброй 𝑈𝑞(𝑔𝑙(𝑚)). Явная форма этой алгебры

предъявлена, например, в [270, 263]. Если 𝑅 — инволютивная симметрия, то целевая ал

гебра — новый объект и ее свойства не изучены. Заметим, что если наложить условие

𝑇0 = 𝐼, то возникнет противоречие в перестановочных соотношениях целевой алгеб
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ры. Именно по этой причине в Янгианах RTT типа не налагается условие 𝑇 [0] = 𝐼 на

коэффициенты Лорана генерирующей матрицы.

Приступим теперь к построению квантовых симметрических полиномов в брей

динговых Янгианах. Кроме того, мы выпишем семейство матричных тождеств Гамиль

тона-Кэли-Ньютона, аналогичных тождествам, найденным в [268] для квантовых мат

ричных алгебр.

С этой целью определим вначале квантовые аналоги матричных степеней гене

рирующей матрицы. Мы будем работать с тригонометрическми 𝑅-матрицами (1.19.1),

где положим 𝑎 = 1. Фомулы для рациональных 𝑅-матриц (1.19.1) могут быть получены

предельным переходом 𝑞 → 1 в форме (1.19.1).

Определим квантовые косые степени матрицы 𝐿(𝑢) следующим образом:

𝐿∧𝑘(𝑥) = Tr𝑅(2...𝑘)

(︁
𝒫(𝑘)

12...𝑘𝐿1(𝑥)𝐿2(𝑥− 1) . . . 𝐿𝑘(𝑥− 𝑘 + 1)
)︁
, 𝑘 ≥ 2,

где

𝒫(𝑘+1)
12...𝑘+1 =

(−1)𝑘

(𝑘 + 1)𝑞
𝑅1(1)𝑅2(2) . . . 𝑅𝑘(𝑘)𝒫(𝑘)

12...𝑘 (1.19.1)

есть 𝑞-антисимметризатор в пространстве 𝑉 ⊗(𝑘+1), построенный по симметрии Гекке 𝑅.

По определению будем считать 𝐿∧1(𝑥) = 𝐿(𝑥). Заметим, что если симметрия Гекке 𝑅

является деформацией обычной транспозиции 𝑃 , тогда 𝐿∧𝑘(𝑥) ≡ 0 для всех 𝑘 > 𝑚.

Определим, также, квантовые матричные степени генерирующей матрицы:

𝐿𝑘(𝑥) = Tr𝑅(2...𝑘)

(︁
𝑅1𝑅2 . . . 𝑅𝑘−1𝐿1(𝑥)𝐿2(𝑥− 1) . . . 𝐿𝑘(𝑥− 𝑘 + 1)

)︁
, 𝑘 ≥ 1.

Теперь квантовые элементарные симметрические полиномы и квантовые сте

пенные суммы определяются, соответственно, следующими выражениями:

𝑒𝑘(𝑥) = Tr𝑅(𝐿∧𝑘(𝑥)), 𝑠𝑘(𝑥) = Tr𝑅(𝐿𝑘(𝑥)).

Предложение 3. Квантовые косые степени и матричные степени матрицы 𝐿(𝑢) связаны

системой тождеств Гамильтона-Кэли-Ньютона

(−1)𝑘+1𝑘𝑞𝐿
∧𝑘(𝑥) =

𝑘∑︁
𝑝=1

(−𝑞)𝑘−𝑝𝐿𝑝(𝑥)𝑒𝑘−𝑝(𝑥− 𝑝), 𝑘 ≥ 1.

Если 𝑅 есть деформация транспозиции 𝑃 , тогда последнее нетривиальное тож

дество Гамильтона-Кэли-Ньютона превращается в квантовый аналог классического тож
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дества Гамильтона-Кэли. В этом случае старший нетривиальный симметрический по

лином 𝑒𝑚(𝑥) называется квантовым детерминантом.

Вычисляя 𝑅-след от соотношения (1.19.1), мы приходим к связи квантовых

степенных сумм и элементарных симметрических полиномов.

В Янгианах RTT типа все эти объекты (квантовые матричные степени, косые

степени, степенные суммы и элементарные симметрические полиномы) также хорошо

определены. Заметим, что элементарные симметрические полиномы и степенные сум

мы в Янгианах обоих классов порождают коммутативные подалгебры. Но, в отличие от

алгебры уравнения отражений, эти коммутативные подалгебры не центральны. Един

ственный нетривиальный квантовый симметрический полином, который централен в

брейдинговом Янгиане Y(𝑅), это квантовый детерминант. Говоря точнее, все коэффи

циенты разложения детерминанта в ряд по спектральному параметру являются элемен

тами центра. В Янгиане Y𝑅𝑅𝑇 (𝑅) квантовый детерминант централен тогда и только

тогда, когда он централен в соответствующей RTT алгебре. Таким образом, централь

ность квантового детерминанта полностью определяется свойствами исходного твиста

𝑅.

1.19.2 Деформационные свойства Янгианов и соответсвующие Пуассоновы струк

туры

Все Янгианы, которые рассматриваются в данной статье, вводятся через гене

раторы и соотноошения на них. Поэтому необходимо проверить деформационные свой

ства получающихся алгебр, предполагая, что инволютивный или Геккевский твист 𝑅

является деформацией оператора транспозиции. Ниже приводятся аргументы в пользу

хороших деформационных свойств обобщенных Янгианов. Кроме того, мы выпишем

явные формулы для их Пуассоновой структуры.

Но прежде всго, мы сравним деформационные свойства квантовых матричных

алгебр 𝒯 (𝑅) и ℒ(𝑅). С этой целью введем следующие обозначения:

𝐿1 = 𝐿1, 𝐿𝑘 = 𝑅𝑘−1𝐿𝑘−1𝑅
−1
𝑘−1, ∀ 𝑘 ≥ 2.

Для ℎ = 0 соотношения (1.19.1) могут быть записаны в форме, аналогичной соотноше

ниям в RTT алгебре:

𝑅𝐿1𝐿2 = 𝐿1𝐿2𝑅.

Эти обозначения полезны также и для установления некоторых изоморфизмов линей

ных пространств 𝒯 (𝑅) иℒ(𝑅). Обозначим символами

T = spanK(𝑡𝑗𝑖 ) L = spanK(𝑙𝑗𝑖 )
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векторные пространства, порождаемые, соответственно, генераторами 𝑡𝑗𝑖 RTT алгебры

𝒯 (𝑅) и генераторами 𝑙𝑗𝑖 алгебры уравнения отражений ℒ(𝑅), связанных с твистом 𝑅.

Для любого положительного целого 𝑘 рассмотрим линейное отображение 𝜋𝑘 : T⊗𝑘 →
L⊗𝑘 тензорных степеней пространств, которое на базисных элементах задается прави

лом:

𝜋𝑘(𝑇1 ⊗ 𝑇2 ⊗ ...⊗ 𝑇𝑘) = 𝐿1 ⊗ 𝐿2 ⊗ · · · ⊗ 𝐿𝑘, 𝑘 ≥ 1.

Ниже мы будем опускать знак тензорного произведения ⊗ для упрощения записи фор

мул.

Предложение 4. Справедливы следующие соотношения:

𝜋𝑘(𝑇1 . . . 𝑇𝑖−1(𝑅𝑖𝑇𝑖𝑇𝑖+1 − 𝑇𝑖𝑇𝑖+1𝑅𝑖)𝑇𝑖+1 . . . 𝑇𝑘)

= 𝐿1 . . . 𝐿𝑖−1(𝑅𝑖𝐿𝑖𝐿𝑖+1 − 𝐿𝑖𝐿𝑖+1𝑅𝑖)𝐿𝑖+1 . . . 𝐿𝑘,(1.19.2)

для всех 𝑘 > 2, 1 6 𝑖 6 𝑘 − 1. Все матрицы, входящие в эти формулы, имеют размер

𝑚𝑘 ×𝑚𝑘.

Однородная компонента ℒ(𝑅)(𝑘) ⊂ ℒ(𝑅) степени 𝑘 > 2 есть фактор простран

ства L⊗𝑘 по идеалу, порожденному правыми частями соотношений (1.19.2) для всех

1 6 𝑖 6 𝑘 − 1.

Поскольку все отображения 𝜋𝑘 обратимы, сформулированное предложение поз

воляет утверждать, что любой базисный набор однородной компоненты 𝒯 (𝑅)(𝑘) ⊂ 𝒯 (𝑅)

переводится в базисный набор компоненты ℒ(𝑅)(𝑘) ⊂ ℒ(𝑅). Это, в свою очередь, дает

возможность выводить деформационные свойства алгебры ℒ(𝑅) из свойств 𝒯 (𝑅).

Эта конструкция близка к отображению трансмутации, введенному в работе

[269], а также к формулам статьи [268], использовавшимся для определения квантовым

матричных алгебр, связанных с парами согласованных твистов.

Замечание 5. Если исходный твист 𝑅 инволютивен, то это свойство сохранится и для

твистов, действующих в пространствах T⊗2 и L⊗2:

𝑇1 ⊗ 𝑇2 ↦→ 𝑅−1 𝑇1 ⊗ 𝑇2𝑅, 𝐿1 ⊗ 𝐿2 ↦→ 𝑅−1 𝐿1 ⊗ 𝐿2𝑅.

Опираясь на этот факт, легко построить некоторые симметризаторы (проекторы сим

метризации) в пространствах T(𝑘) и L(𝑘) для любого 𝑘 ≥ 2. Заметим, что в этой кон

струкции используются отображения 𝜋𝑘. Отсюда следует, что размерности однородных

компонент 𝒯 (𝑅)(𝑘) и ℒ(𝑅)(𝑘) для всех 𝑘 ≥ 2 равны размерностям соответствующих
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компонент Sym(𝑔𝑙(𝑚))(𝑘) коммутативной алгебры Sym(𝑔𝑙(𝑚)). Соответственно, алгеб

ры 𝒯 (𝑅) и ℒ(𝑅) обладают деформационным свойством.

Если твист 𝑅 Геккевский, то твисты (1.19.2), действующие в пространствах T⊗2

и L⊗2, имеют три собственных значения и вообще не являются симметриями. Следова

тельно, метод доказательства деформационного свойства должен быть модифицирван.

В работе [265] были построены симметризаторы в компонентах T(𝑘) и L(𝑘) для 𝑘 = 2,3. С

использованием этих симметризаторов удается показать, что размерности однородных

компонент 𝒯 (𝑅)(𝑘) и ℒ(𝑅)(𝑘) при 𝑘 = 2,3 равны размерностям соответствующих ком

понент алгебры Sym(𝑔𝑙(𝑚)) если разность 𝑞 − 1 достаточно мала. Несмотря на то, что

аналогичные симметризаторы в старших компонентах этих квантовых матричных ал

гебр не построены, использование результатов работы [261] (см., также, [271]) позволяет

заключить, что для значений 𝑞 в общем положении размерности старших компонент

𝒯 (𝑅)(𝑘), ℒ(𝑅)(𝑘) при 𝑘 ≥ 4 равны размерностям соответствующих компонент алгебры

Sym(𝑔𝑙(𝑚)). Это обеспечивает деформационное свойство квантовых матричных алгебр,

связанных с симметриями Гекке.

Перейдем теперь к описанию Пуассоновых структур, отвечающих квантовым

матричным алгебрам. Мы будем пользоваться обозначениями {𝐿1, 𝐿2} для 𝑚2 × 𝑚2

матрицы 𝐿1 𝐿2, где каждый матричный элемент 𝑙
𝑗
𝑖 ⊗ 𝑙𝑙𝑘 заменен выражением {𝑙𝑗𝑖 , 𝑙𝑙𝑘}.

Пусь твист 𝑅 является деформацией транспозиции 𝑃 . Тогда ℛ = 𝑃𝑅 есть де

формация единичной матрицы:

ℛ = 𝐼 + ℎ𝑟 +𝑂(ℎ2),

где ℎ — параметр деформации, а 𝑟 — соответствующая классическая 𝑟-матрица, реша

ющая классическое уравнения Янга-Бакстера:

[𝑟12,𝑟13] + [𝑟12,𝑟23] + [𝑟13,𝑟23] = 0.

Если твист 𝑅 симметрия Гекке, положим дополнительно 𝑞 = 𝑒ℎ.

Если 𝑅 представляет собой инволютивную или Геккевскую симметрию, тогда

𝑟, соответственно, удовлетворяет соотношениям:

𝑟21 = −𝑟12 или 𝑟12 + 𝑟21 = 2𝑃.

В последнем случае представим 𝑟 в виде суммы 𝑟 = 𝑟− + 𝑟+, где

𝑟− =
𝑟12 − 𝑟21

2
, 𝑟+ =

𝑟12 + 𝑟21
2
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есть, соответственно, кососимметрическая и симметрическая компоненты матрицы 𝑟.

Тогда второе соотношение в (1.19.2) означает, что 𝑟+ = 𝑃 . Этот факт хорошо известен

для стандартных симметрий Гекке, но он имеет место и для любых других Геккевских

твистов.

Пуассонова структура, отвечающая алгебре RTT, задается скобками Пуассона

генераторов

{𝑇1, 𝑇2} = 𝑇2𝑇1 𝑟 − 𝑟 𝑇1𝑇2 = 𝑇1𝑇2 𝑟 − 𝑟 𝑇1𝑇2.

Отметим, что в этом выражении мы считаем 𝑇1𝑇2 = 𝑇2𝑇1 (и аналогично для матрицы

𝐿) поскольку скобка Пуассона определяется в коммутативной алгебре Sym(𝑔𝑙(𝑚)).

Если 𝑟 проистекает из инволютивной симметрии, то кососимметричность пра

вой части выражения (1.19.2) очевидна. Если же 𝑟 возникает из Геккевской симметрии,

то это свойство также выполнено, если учесть соотношение 𝑟+ = 𝑃 . Более того, матрицу

𝑟 в скобке (1.19.2) можно заменить на 𝑟−.

Представляя классическую 𝑟-матрицу 𝑟 как элемент пространства 𝑔𝑙(𝑚)⊗2, мы

можем записать скобку (1.19.2) в следующем виде

{𝑓,𝑔} = ·
(︀
𝜌𝑟(𝑟)

⊗2(𝑓 ⊗ 𝑔) − 𝜌𝑙(𝑟)
⊗2(𝑔 ⊗ 𝑓)

)︀
.

Здесь 𝜌𝑙 (соответственно, 𝜌𝑟) есть представление алгебры ≫ левыми (соответственно,

правыми) векторными полями, действующими на алгебре Sym(𝑔𝑙(𝑚)). Символ · обозна
чает коммутативное произведение в этой алгебре.

Рассмотрим теперь Пуассонову структуру, возникающую в квазиклассическом

пределе алгебры уравнения отражений ℒ(𝑅), связанной с инволютивной или Геккевской

симметрией 𝑅.

Прежде всего, перепишем определяющие соонтношния в алгебре ℒ(𝑅) в несколь

ко ином виде (напомним, что ℛ = 𝑃𝑅):

ℛ12𝐿1ℛ21𝐿2 − 𝐿2ℛ12𝐿1ℛ21 = 0.

Производя в левой части разложение (1.19.2), мы получим такие скобки Пуассона:

{𝐿1, 𝐿2} = 𝐿1𝐿2 𝑟21 − 𝑟12𝐿1𝐿2 + 𝐿2 𝑟12𝐿1 − 𝐿1𝑟21𝐿2.

Если 𝑟 происходит из инволютивной симметрии, эти скобки можно переписать

в виде:

{𝑓,𝑔} = ·𝜌𝑎𝑑(−𝑟)⊗2(𝑓 ⊗ 𝑔), 𝑓,𝑔 ∈ Sym(𝑔𝑙(𝑚)).
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Здесь 𝜌𝑎𝑑 обозначает присоединенное действие алгебры 𝑔𝑙(𝑚), распространенное на всю

симметрическую алгебру Sym(𝑔𝑙(𝑚)) с помощью правила Лейбница. Таким образом,

𝜌⊗2𝑎𝑑 (𝑟) есть кососимметрическое бивекторное поле.

Если же 𝑟 возникает из симметрии Гекке, аналогичная формула для скобок

приобретает дополнительные слагаемые:

{𝑓,𝑔} = ·((𝜌𝑙 ⊗ 𝜌𝑟 − 𝜌𝑟 ⊗ 𝜌𝑙)(𝑟+) − 𝜌⊗2𝑎𝑑 (𝑟−))(𝑓 ⊗ 𝑔).

Кососимметричность правой части скобок (1.19.2) очевидна. Однако прямая проверка

выполнения тождества Якоби достаточно трудоемка. Тем не менее, справедливость тож

дества Якоби для этой скобки следует из деформационного свойства алгебры уравнения

отражений.

Скобки (1.19.2) совместны с линейными 𝑔𝑙(𝑚)-скобками Пуассона-Ли, иными

словами, эти две скобки образуют Пуассонов пучок. Данное утверждение можно легко

проверить с помощью процедуры линеаризации скобок (1.19.2) (см. раздел 4). Подчерк

нем, что модифицированная алгебра уравнения отражений ℒ(𝑅,ℎ) является квантова

нием данного Пуассонова пучка.

Замечание 6. Пусть простая алгебра Ли ≫ принадлежит одной из классических серий

алгебр Ли 𝐵𝑚, 𝐶𝑚 или 𝐷𝑚, и 𝑅 представляет собой твист, связанный с соответствующей

квантовой универсальной обертывающей алгеброй 𝑈𝑞(≫). В этом случае соответствую

щие RTT и RE алгебры не являются деформациями коммутативной алгебры Sym(≫).

Обе скобки (1.19.2) и (1.19.2) являются Пуассоновыми только на соответствующих груп

пах Ли 𝐺 и называются, соответственно, скобками Склянина или Семенова-Тянь-Шан

ского. Кроме того, они остаются скобками Пуассона на некоторых многообразиях в≫*.
Подробности и явное описание этих многообразий можно найти в работах [262, 259].

Обратимся теперь к случаю Янгианов. Аналогично рассмотренным выше кон

струкциям введем следующие линейные пространства:

T = spanK(𝑡𝑗𝑖 [𝑘]), L = spanK(𝑙𝑗𝑖 [𝑘])

содержащие все конечные линейные комбинациии генераторов 𝑡𝑗𝑖 [𝑘] Янгианов RTT типа,

или, соответственно, генераторов 𝑙𝑗𝑖 [𝑘] брейдингового Янгиана, связанных с некоторой

𝑅-матрицей вида (1.19.1) или (1.19.1). Обозначим символами T⊗𝑘 и L⊗𝑘 подпростран

ства, состоящие из всех однородных тензорных полиномов степени 𝑘 от соответствую

щих генераторов.
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Определим также отображения, аналогичные отображениям (1.19.2):

𝜋𝑘(𝑇1(𝑢1) ⊗ 𝑇2(𝑢2) ⊗ ...⊗ 𝑇𝑘(𝑢𝑘)) = 𝐿1(𝑢1) ⊗ 𝐿2(𝑢2) ⊗ ...⊗ 𝐿𝑘(𝑢𝑘),

где как и выше мы полагаем

𝐿1(𝑢) = 𝐿1(𝑢), 𝐿𝑘(𝑢) = 𝑅𝑘−1𝐿𝑘−1(𝑢)𝑅−1𝑘−1, 𝑘 ≥ 2.

В приведенных выше формулах отображения 𝜋𝑘 записаны через токовые матрицы 𝑇 (𝑢)

и 𝐿(𝑢). Их запись в терминах коэффициентов 𝑇 [𝑠] и 𝐿[𝑠] имеет тот же вид.

Имеет место утверждение, аналогичное Предложению 4, то есть, отображения

(1.19.2) устанавливают измоморфизм линейных пространств между однородными ком

понентами алгебр Y𝑅𝑅𝑇 (𝑅) и Y(𝑅). Как следствие, справедливо следующее утвержде

ние.

Предложение 7. Если Янгиан RTT типа обладает деформационным свойством, то таким

же свойством обладает и соответствующий брейдинговый Янгиан.

Фактически, упомянутый в Замечании 5 метод статьи [265] позволяет доказать

справедливость следующего утверждения.

Предложение 8. Любой обобщенный Янгиан представляет собой деформацию алгебры

Sym(𝑔𝑙(𝑚)[𝑡−1]) при условии, что исходный твист 𝑅 является деформацией оператора

транспозиции.

Детальное доказательство этого утверждения будет приведено в наших после

дующих публикациях. В настоящей работе мы ограничимся представлением некоторых

аргументов в пользу его справедливости. В силу Предложения 7 мы можем рассматри

вать только Янгианы RTT типа.

Заметим прежде всего, что отображение

𝜌 : 𝑇1(𝑢) ⊗ 𝑇2(𝑣) ↦→ 𝑅(𝑢,𝑣)−1𝑇1(𝑣) ⊗ 𝑇2(𝑢)𝑅(𝑢,𝑣)

является инволютивным. Действительно, 𝑅(𝑢,𝑣)𝑅(𝑣,𝑢) = 𝜙(𝑢,𝑣)𝐼, где 𝜙(𝑢,𝑣) есть ра

циональная функция, вид которой зависит от исходной инволютивной или Геккевской

симметрии 𝑅.

Дважды применяя отображение 𝜌, мы получим тождественное отображение.

Поэтому 𝜌 имеет только два собственных значения: 1 или −1. Двусторонний идеал,

входящий в определение ЯнгианаY𝑅𝑅𝑇 (𝑅), порождается подпространством 𝐼− = Im(𝐼−
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𝑅(𝑢,𝑣)). Рассмотрим дополнительное пространство 𝐼+ = Im(𝐼+𝑅(𝑢,𝑣)). Определяющие

соотношения этого пространства можно записать в таком виде:

𝑅(𝑢,𝑣)𝑇1(𝑢) ⊗ 𝑇2(𝑣) = −𝑇1(𝑢) ⊗ 𝑇2(𝑣)𝑅(𝑢,𝑣).

Разлагая генерирующую матрицу 𝑇 (𝑢) в ряд по обратным степеням 𝑢 и пользуясь

соотношением
1

𝑢− 𝑣
=
∑︁
𝑘>0

𝑣𝑘𝑢−𝑘−1,

мы получим явное описание пространства 𝐼+ в терминах матричных элементов матриц

𝑇 [𝑘]. Отметим, что это пространство бесконечномерно и порождается всевозможными

конечными квадратичными полиномами от счетного набора переменных 𝑡𝑗𝑖 [𝑟].

Рассмотрим зависимость подпространств 𝐼±(ℎ) от параметра деформации ℎ.

При ℎ = 0 подпространства 𝐼±(0) ⊂ T⊗2 порождаются элементами

𝑡𝑐𝑗[𝑟]𝑡
𝑑
𝑖 [𝑠] ± 𝑡𝑑𝑖 [𝑠]𝑡

𝑐
𝑗[𝑟].

Производящая функция этих элементов имеет следующую матричную форму:

𝑇1(𝑢)𝑇2(𝑣) ± 𝑇2(𝑣)𝑇1(𝑢).

Подпространство 𝐼+(ℎ) генерируется элементами 𝐸𝑐𝑑
𝑖𝑗 [𝑘,𝑙], которые являются ко

эффициентами при мономе 𝑢−𝑘𝑣−𝑙 производящего ряда:

𝐸𝑐𝑑
𝑖𝑗 (𝑢,𝑣) = 𝑅𝑎𝑏

𝑖𝑗 (𝑢,𝑣)𝑇 𝑐
𝑎(𝑢)𝑇 𝑑

𝑏 (𝑣) + 𝑇 𝑎
𝑖 (𝑣)𝑇 𝑏

𝑗 (𝑢)𝑅𝑐𝑑
𝑎𝑏(𝑢,𝑣).

Заметим, что при ℎ = 0 элементы 𝐸𝑐𝑑
𝑖𝑗 [𝑘,𝑙] совпадают с симметрическими комбинациями

генераторов (1.19.2). Подмножество элементов 𝐸𝑐𝑑
𝑖𝑗 [𝑘,𝑙] таких, что тройка чисел (𝑘, 𝑖, 𝑐)

предшествует тройке (𝑙,𝑗, 𝑑) относительно лексикографического упорядочения, образу

ют базис пространства 𝐼+(0). Более того, линейная оболочка элементов 𝐸𝑐𝑑
𝑖𝑗 [𝑘,𝑙] таких,

что 𝑘 + 𝑙 6 𝑝, является конечномерной.

Следовательно, элементы 𝐸𝑐𝑑
𝑖𝑗 [𝑘,𝑙] такие, что 𝑘 + 𝑙 6 𝑝, линейно независимы

в Янгиане Y𝑅𝑅𝑇 (𝑅) если значение ℎ достаточно мало. Поэтому, отображая элементы

𝐸𝑐𝑑
𝑖𝑗 [𝑘,𝑙] ∈ 𝐼+(0) в их аналоги в 𝐼+(ℎ) мы строим отображение 𝛼ℎ (см. Введение) на

квадратичном уровне. Аналогичным методом мы можем построить отображения 𝛼ℎ

для высших однородных компонент Янгиана Y𝑅𝑅𝑇 (𝑅) и посредством этого доказать,

что этот Янгиан обладает деформационным свойством в случае, когда твист 𝑅 есть

деформация перестановки 𝑃 .
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Перейдем теперь к вычислению Пуассоновых струкртур, отвечающих обобщен

ным Янгианам. Мы начнем с разложения ℛ(𝑢,𝑣) = 𝑃𝑅(𝑢,𝑣) = 𝐼 + ℎ𝑟(𝑢,𝑣) + 𝑂(ℎ2) в

ряд по параметру ℎ, где мы полагаем ℎ = 𝑎 в (1.19.1) и ℎ = log 𝑞 в (1.19.1). Это дает

следующие выражения для классических токовых 𝑟-матриц:

𝑟(𝑢,𝑣) = 𝑟 − 1

𝑢− 𝑣
𝑃, 𝑟(𝑢,𝑣) = 𝑟 − 2𝑢

𝑢− 𝑣
𝑃.

Здесь постоянная матрица 𝑟 в первой формуле соответствует инволютивной симметрии

𝑅 и является кососимметрической: 𝑟+ = 0. Матрица 𝑟 во второй формуле происходит

из симметрии Гекке и, как следствие, 𝑟+ = 𝑃 .

Подчеркнем, что обе токовые матрицы 𝑟(𝑢,𝑣) являются кососимметрическими.

Проверим это для второй матрицы в (??):

𝑟12(𝑢,𝑣) + 𝑟21(𝑣,𝑢) = 𝑟12 + 𝑟21 −
2𝑢

𝑢− 𝑣
𝑃 − 2𝑣

𝑣 − 𝑢
𝑃 = 2𝑟+ − 2𝑃 = 0.

В дальнейшем символ 𝑟21(𝑢,𝑣) будет означать, что мы переставили элементы в тензор

ном квадрате 𝑔𝑙(𝑚)⊗2, оставив без изменения параметры 𝑢 и 𝑣.

Скобки, соответствующие Янгианам Y(𝑅) и Y𝑅𝑅𝑇 (𝑅), имеют вид аналогичный

выражениям (1.19.2) и (1.19.2):

{𝑇1(𝑢), 𝑇2(𝑣)} = 𝑟(𝑢,𝑣)𝑇1(𝑢)𝑇2(𝑣) − 𝑇2(𝑣)𝑇1(𝑢)𝑟(𝑢,𝑣),

{𝐿1(𝑢), 𝐿2(𝑣)} = 𝑟12(𝑢,𝑣)𝐿1(𝑢)𝐿2(𝑣) + 𝐿1(𝑢)𝑟21𝐿2(𝑣) − 𝐿2(𝑣)𝑟12𝐿1(𝑢) − 𝐿2(𝑣)𝐿1(𝑢)𝑟21(𝑢,𝑣).

Замечание 9. Отметим, что аналогичные скобки в случае алгебр Ли классических серий

𝐵𝑚, 𝐶𝑚 и 𝐷𝑚 являются скобками Пуассона только при ограничении на соответствую

щую группу.

Все скобки, с которыми мы имели дело, являются локальными, то есть, не име

ют сингулярности в пределе 𝑢−𝑣 → 0. Более точно, если положить 𝑢−𝑣 = 𝜈 и разложить

𝐿(𝑢) = 𝐿(𝑣 + 𝜈) в ряд по 𝜈, то вышеупомянутые скобки Пуассона представятся в виде

ряда скобок при совпадающих значениях параметров 𝑢 = 𝑣. Однако, в выражения для

этих скобок войдут, также, производные производящей матрицы. На квантовом уровне

эта процедура проведена в работе [266].
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В результате работы по проекту получены следующие научные результаты:

— Исследовано явное выражение для 𝜏 -функции уравнения Пенлеве III(𝐷8) в виде

суммы по конформным блокам алгебры Вирасоро с центральным зарядом 1. Изучена

группа Бэклунда второго порядка этого уравнения.

— Доказано, что дуальная статсумма Некрасова на самодуальном омега-фоне (а)

дается детерминантом Фредгольма с обобщенным ядром Бесселя и (б) совпадает с тау

функцией, связанной с общим решением уравнения Пенлеве III (𝐷8).

— Исследованы представленияW-алгебр, отвечающие твист-полям, построено обоб

щение соответствующих вертексных операторов для D- и B-серий. Показано, что вы

числение характеров таких представлений приводит к нетривиальным соотношениям,

содержащим решеточные тэта-функции.

— Установлено соответствие между уравнениями Книжника-Замолодчикова ассо

циированными с 𝐺𝐿(𝑁) и 𝑛-частичной квантовой моделью Калоджеро в случае, когда

𝑛 не обязательно равно 𝑁 .

— Исследованы разложения многократных интегралов и тау функций иерархии

BKP по характерам ортогональной и симплектической групп. Построены разложения

по характерам интегралов по ортогональной и симплектической группам, которые яв

ляются примерами тау функции BKP.

— Исследованы многоматричные модели, которые можно трактовать как интегра

лы от произведений тау-функций от матричных аргументов. Иногда такие интегралы

сами являются тау-функциями. Детально рассмотрены модели, которые генерируют

числа Гурвица 𝐻𝐸,𝐹 , где 𝐸 – эйлерова характеристика базовой поверхности, а 𝐹 –

число точек ветвления.

— Выведены непрерывные симметрии разностного уравнения Хироты, коммути

рующие со сдвигами независимых переменных. Представлено действие этих симметрий

на зависимые переменные этого уравнения. Даны примеры уравнений и их пар Лакса,

возникающих при такой процедуре.

— Найдены бетевские вектора для квантовых интегрируемых систем связанных с

суперсимметричными янгианами 𝑌 (gl(𝑚|𝑛) в терминах генераторов токов дубля янги

ана 𝐷𝑌 (gl(𝑚|𝑛)).

— Изучены скалярные произведения бетевских векторов в моделях, решаемых

иерархическим алгебраическим анзацем Бете и описываемых gl(𝑚|𝑛)-супералгеброй.

С использованием ко-произведенческих свойств бетевских векторов получена формула

суммирования для их скалярных произведений.
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— Описаны плоские деформации некоторых факторов алгебры многочленов по

мономиальным идеалам в классе градуированных коммутативных алгебр.

— Исследован рост размерности неприводимых представлений полупростых ал

гебр Ли над 𝐹𝑝 в зависимости от простого 𝑝.

— Построен пучок Прочези на терминализации симплектической фактор-особен

ности и показано, что квантования этих терминализаций являются простыми пучками

алгебр.

— Доказано, что замыкание пространства параметров подалгебр Бете в янгиане

𝑔𝑙𝑛, параметризующее все возможные вырождения, есть компактификация Делиня

Мамфорда пространства модулей стабильных рациональных кривых с 𝑛 + 2 отмечен

ными точками.

— Определена степень бифуркационного множества полиномиального отображе

ния общего положения.

— Изучено новое семейство дискретных детерминантных точечных процессов, свя

занных с ортогональными полиномами на вещественной оси. Доказано, что q-преобразо

вание Лапласа весовых функций ASEP эквивалентно среднему от простого мультипли

кативного функционала, определенного на ансамбле Лагерра. Это позволяет получить

асимптотики при больших временах для ASEP в трех предельных режимах.

— Исследованы орбиты и полиномиальные инварианты некоторого аффинного

действия супергруппоида Вейля супералгебры Ли 𝑔𝑙(𝑛,𝑚) в зависимости от парамет

ра действия и показано, что для общих значений параметра все орбиты конечны и

различимы с помощью явно заданных инвариантов.

— Рассмотрен квазиклассический предел двух классов обобщенных Янгианов и

доказано, что все такие Янгианы являются деформациями (квантованием) коммутатив

ной алгебры Sym(𝑔𝑙(𝑚)[𝑡−1]), если соответствующая 𝑅-матрица является деформацией

матрицы перестановки.

— Предложена конструкция локальных характеристических чисел для наборов

голоморфных дифференциальных 1-форм на особых многообразиях с изолированными

особенностями.

— Доказана бесконечномерность когомологий графовых комплексов в различных

гомологических степенях, как в классическом комплексе Концевича, так и для волоса

тых граф-комплексов Ароне-Турчина

— Показано что усреднение симметризованного хроматического многочлена Стен

ли графа𝐺 с точностью до перескалирования переменных является формальной 𝜏 -функцией

интегрируемой системы Кадомцева-Петвиашвили.
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— Получено явное решение общей одномерной, ограниченной трёхточечной дву

мерной и специальной двумерной проблемы Римана-Гильберта на эллиптической кри

вой.

Полученные результаты составили содержание 29 опубликованных и принятых

к печати статей и 8 препринтов, а также послужили основой для подготовки более 59

докладов на международных научных конференциях. При участии лаборатории было

организовано две международных конференции и три школы-конференции. Кроме то

го были организованы визиты в лабораторию иностранных ученых, которые прочли

четыре курса лекций для студентов и специалистов.
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and stochastic Löwner-Kufarev equations, Harmonic and Complex Analysis and
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Springer resolutions. Ann. Sci. Éc. Norm. Supér. (4) 45 (2012), no. 4, 535-599 (2013).

218. R. Bezrukavnikov, Z. Yun, On Koszul duality for Kac-Moody groups,

Represent. Theory 17 (2013), 1-98.

219. D. Collingwood, W. McGovern. Nilpotent orbits in semisimple Lie algebras.

Chapman and Hall, London, 1993.

220. C. Dodd. Injectivity of a certain cycle map for finite dimensional W-algebras.

Int. Math. Res. Not. 2014, no. 19, 5398–5436.

221. W.L. Gan, V. Ginzburg. Quantization of Slodowy slices. IMRN, 5(2002),

243-255.
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Advances in Mathematics 307 (2017): 1184-1214
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