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ВВЕДЕНИЕ

За отчетный период (2020 год) Международная лаборатория теории представлений
и математической физики ВШЭ – Сколтех организовала 2-ю весенняя студенческая шко-
лу по математике и физике (ONLINE) 30 апреля – 8 мая, крэш-курс Ивана Лосева (Yale
University) “Колчанные многообразия” (ONLINE) 5-13 мая, и школу-конференцию "Vertex
Algebras and Tensor Categories"(ONLINE) 23-27 ноября, в рамках которой прочитали ми-
никурсы такие всемирно известные специалисты по конформной теории поля и теории
представлений как Thomas Creutzig (University of Alberta, Canada), Andrew R. Linshaw
(University of Denver, USA), Du Pei (Harvard University, USA), Victor Ostrik (University of
Oregon, USA). По результатам исследований в 2019 году сотрудниками лаборатории было
опубликовано 16 работ в журналах, индексируемых WoS/Scopus, все в журналах кварти-
лей Q1/Q2.

В течение 2020 года сотрудники лаборатории защитили 4 диссертации на соискание
степени кандидата математических наук НИУ ВШЭ:

– Алексей Ильин, тема диссертации: “Вырождение подалгебр Бете в янгианах”,

– Мария Матушко, тема диссертации: “Пределы интегрируемых систем типа Калоджеро-
Сазерленда”,

– Антон Щечкин, тема диссертации: “Уравнения Пенлеве и теория представлений”,

– Андрей Ляшик, тема диссертации: “О векторах Бете gl(2|1)-инвариантных интегри-
руемых моделей”,

Кроме того, стажер-исследователь лаборатории Екатерина Богданова стала лауреатом сти-
пендии Арнольда.

Сотрудники лаборатории продолжали вести активную педагогическую работу, ими
были прочитаны курсы на факультете математики НИУ ВШЭ, в Независимом Московском
Университете, на школах для студентов, аспирантов и молодых ученых, проводимых как
лабораторией, так и крупными международными научными и учебными центрами. Часть
курсов была прочитана впервые. Мария Матушко была выбрана лучшим преподавателе
НИУ ВШЭм в 2020 году по итогам студенческого голосования.

На протяжении года шел еженедельный рабочий Семинар по математической фи-
зике НИУ ВШЭ и Центра перспективных исследований Сколтеха, среди докладчиков –
сотрудники Лаборатории и факультета, ассоциированные члены научного коллектива Ла-
боратории, ученые из российских и мировых научных центров. Также продолжали свою ра-
боту студенческие семинары “Теория представлений”, и "W-algebras and related topics"где
выступали стажеры лаборатории и студенты факультета математики.
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Сотрудниками лаборатории были получены значительные результаты по основным
темам, заявленным на 2020 год:

1. Представления W -алгебр,

2. 4-мерные многообразия,

3. Анзац Бете и комбинаторика.

Результаты работ по этим темам составляют содержание настоящего отчета.
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1. Представления W -алгебр и связанные с ними

задачи перечислительной геометрии и интегрируемых

систем

1.1 Соотношения раздутия на C2/Z2 из

соотношений раздутия Накаджимы-Ёшиоки

1.1.1 Введение

Предпосылки и основные результаты. Эта статья мотивирована исследованиями так назы-
ваемого соответствия между уравнениями Пенлеве и калибровочными теориями (или, что
то же самое, соответствия между изомонодромными деформациями и конформной теори-
ей поля)1, начатыми в работе [16], где тау-функция уравнения Пенлеве VI была записана
в виде ряда Фурье от SU(2) статсуммы Некрасова для инстантонов на C2 с четырьмя
материями и соотношением ε1 + ε2 = 0 на параметры Ω-бэкграунда,

τ(a, s|z) =
∑
n∈Z

snZ(a+ 2nε2;−ε2, ε2|z). (1.1)

После этого появилось множество обобщений этой формулы, в частности, на тау-функции
уравнений Пенлеве V, III’s [17], на тау-функции q-разностных уравнений Пенлеве [6], [27],
[28], а также на изомонодромные задачи, более сложные, чем те, которые соответствуют
уравнениям Пенлеве ([18], [24] и пр.) Главная идея этих обобщений (и соответствия меж-
ду уравнениями Пенлеве и калибровочными теориями) заключается в том, что каждой
тау-функции на стороне уравнений Пенлеве нужно сопоставить некоторую инстантонную
статсумму на калибровочной стороне, такую, что тау-функция будет даваться рядом Фу-
рье (1.1). В частности, эта функция для уравнения Пенлеве III(D(1)

8 ) — это SU(2) инстан-
тонная статсумма Некрасова на C2 без полей материи, для уравнений q-Пенлеве нужно
взять пятимерные инстантонные статсуммы, добавив одно компактное измерение радиу-
са R = − log q, для изомонодромных задач ранга N нужно взять калибровочную группу
SU(N) и т.д.

Оказывается, что уравнения Пенлеве (как дифференциальные, так и q-разностные)
и, предположительно, более сложные изомонодромные задачи могут быть записаны в виде

1Причиной для двух разных имен для одного соответствия, является то, что уравнения Пенлеве воз-
никают, как частные случаи изомонодромных задач на сфере Римана с выколотыми точками, и то, что
инстантонные статсуммы суперсимметричных калибровочных теорий равны подходящим конформным
блокам конформной теории поля согласно АГТ-соответствию [1].
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билинейных уравнений на эти тау-функции. Согласно (1.1), эти уравнения эквивалентны
билинейным соотношениям на статсуммы Некрасова вида∑

n∈Z+j/2

D
(
Z(a− 2nε2;−2ε2, 2ε2|z),Z(a+ 2nε2;−2ε2, 2ε2|z)

)
= 0, j = 0, 1, (1.2)

где D — это некоторый дифференциальный или q-разностный оператор по z. Один из
подходов к доказательству соответствия между уравнениями Пенлеве и калибровочными
теориями в частных случаях состоит в том, чтобы искать подходящие билинейные соот-
ношения на соответствующие статсуммы. Для дифференциальных уравнений Пенлеве это
было сделано с конформной стороны АГТ-соответствия, используя теорию представле-
ний алгебры Супер Вирасоро ([5],[7]). С калибровочной стороны билинейные соотношения
на статсуммы Некрасова (четырехмерные и пятимерные) возникают из соотношений раз-
дутия Накаджимы-Ёшиоки (соотношения в пятимерном случае, выписанные ниже, были
доказаны в [30]):

βdj (q1, q2|z)Z(u; q1, q2|z) =
∑

n∈Z+j/2

(
Z(uq2n

1 ; q1, q2q
−1
1 |qd1z)Z(uq2n

2 ; q1q
−1
2 , q2|qd2z)

)
, u = eRa, qi = eRεi ,

(1.3)
где βdj — это некоторые простые мономиальные коэффициенты. А именно, билинейные
соотношения можно получить, исключая статсумму в левой части из двух таких соотно-
шений. Однако, параметры Ω-бэкграунда в правой части этих соотношений другие, чем в
(1.2).

Подходящие соотношения с калибровочной стороны АГТ-соответствия, в принципе,
могут быть получены из соотношений раздутия на C2/Z2 (возможно, модифицированной
пятым измерением). А именно, в [9] (см. также [11]) была доказана четырехмерная фор-
мула для раздутия:

ZX2(a; ε1, ε2|z) =
∑
n∈Z

(
Z(a+ 2nε1; 2ε1,−ε1 + ε2|z),Z(a+ 2nε2; ε1 − ε2, 2ε2|z)

)
, (1.4)

где X2 — это минимальное разрешение C2/Z2. Тем не менее, пятимерные модификации
этих соотношений раздутия похоже, отсуствуют в литературе.

Первое соотношение такого типа, рассмотриваемое при изучении уравнений q-Пенлеве:∑
n∈Z

Z(uq2n
1 ; q2

1, q2q
−1
1 |q2

1z)Z(uq2n
2 ; q1q

−1
2 , q2

2|q2
2z) =

= (1− (q1q2z)
1
2 )
∑
n∈Z

Z(uq2n
1 ; q2

1, q2q
−1
1 |z)Z(uq2n

2 ; q1q
−1
2 , q2

2|z).
(1.5)

Оно было предложено в [6] (см. (B.5) в источнике) и доказано для случая уравнений Пен-
леве, когда q1q2 = 1 в [8] (а также и в [28]). Оно было доказано элементарным способом, ис-
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пользуя соотношения раздутия Накаджимы-Ёшиоки, но, похоже, этот способ нельзя обоб-
щить для произвольного q1, q2. Это, и другие соотношения, для общих q1 и q2 важны для
изучения квантовых уравнений Пенлеве. Именно, они возникают в Гипотезе 4.2 из [3], а
также в [4] для статсумм Некрасова, модифицированных членом Черна-Саймонса. В этой
работе мы находим элементарный способ получить эти соотношения для произвольных
q1, q2 из соотношений раздутия Накаджимы-Ёшиоки.

Наши результаты, полученные данным способом, таковы:

– Мы доказали соотношения Гипотезы 4.2 из работы [3]. Этими соотношениями яв-
ляются уже упомянутое (1.5) и ещё три, которые получаются при помощи метода
данной работы.

– Мы доказали соотношения, аналогичные (1.5), для статсумм Некрасова, модифици-
рованных членом Черна-Саймонса на уровне 1.

– Также, при помощи этого подхода, мы доказали некоторые симметрии статсумм
Некрасова, модифицированных членом Черна-Саймонса, а именно:

Z [2]
inst(u; q1, q2|z) = (z; q1, q2)∞Z [0]

inst(u; q1, q2|z), (1.6)

и симметрия статсумм Некрасова, модифицированных членом Черна-Саймонса на
уровне 1. Число в квадратных скобках означает уровень теории Черна-Саймонса.

Все эти соотношения — это соотношения на пятимерную SU(2) калибровочную статсумму
Некрасова без полей материи и мы доказываем их для произвольных q1, q2

2. Билиней-
ное соотношение на статсуммы Некрасова, модифицированные членом Черна-Саймонса
на уровне 1 были доказаны в [8] для q1q2 = 1 (а также и в [28]). Соотношение (1.6) было
доказано в [8] для q1q2 = 1, q1q

2
2 = 1, q2

1q2 = 1, а соотношение (1.17) было доказано в [21,
Prop. 1.38] для q2

1q2 = 1. Отсюда легко сделать стандартный предел к билинейным соотно-
шениям на четырехмерные статсуммы Некрасова, мы здесь не будем обсуждать этого.

Метод основан на том, что двукратно раздувая C2 способом, показанным на Рис. 1.1
(где черный кружок обозначает точку, где мы будем раздувать) мы получим некоторую
(−2)-кривую (жирная линия на схеме) 3. Опишем схему раздутия более подробно. В ле-
вой её части мы имеем два дивизора, соответствующих координатам x и y плоскости
C2. Параметры Ω-бэкграунда ε1, ε2 сопоставляются этим дивизорам следующим образом:

2Строго говоря, доказательство сделано только для случая ε1/ε2 ∈ Q≤0, поскольку только в этом
случае мы можем гарантировать сходимость рассматриваемых статсумм Некрасова, см. Раздел 1.1.2 . В
четырехмерном случае такой проблемы нету

3Мы благодарны Хираку Накаджиме, который предложил использовать это наблюдение для изучения
билинейных соотношений на статсумммы Некрасова, возникающие из уравнений Пенлеве.
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рассмотрим тор (C∗)2 растяжений координат, тогда ε1, ε2 — это координаты на алгебре
Ли этого тора. Далее мы раздуваем C2 в точке и получаем исключительный дивизор,
изображенный в виде наклонной линии. Координата на соответствующей CP1 — это x/y
(или y/x в карте бесконечности), соответствующий параметр Ω-бэкграунда — это ε1 − ε2
(или ε2 − ε1 в карте бесконечности). Мы можем рассмотреть инстантонную статсумму
ZĈ2(a; ε1, ε2|z) = ZC2(a; ε1, ε2|z) на этом раздутии Ĉ2. В соответствии с соотношениями раз-
дутия Накаджимы-Ёшиоки (1.3) последняя может быть разложена в билинейную комбина-
цию статсумм на C2. Эти статсуммы соответствуют точкам пересечения исключительного
дивизора с координатными линиями для x and y. Отметим, что присутствие дополнитель-
ного пятого компактного измерения никак не сказывается на геометрии раздутий.

Как было упомянуто выше, мы ищем билинейные соотношения с параметрами Ω-
бэкграунда, как в правой части (1.4). Сделаем второе раздутие, как показано на Рис. 1.1.
Жирная линия соответствует некоторой (−2) кривой и можно увидеть, что параметры
Ω-бэкграунда, соответствующие точкам пересечения этой (−2) кривой с двумя другими,
находятся в желаемом соотношении. В терминах инстантонных статсумм, используя соот-
ношения раздутия Накаджимы-Ёшиоки дважды, мы получаем трилинейную комбинацию
инстантонных статсумм, такую что два множителя в ней имеют желаемое соотношение на
параметры Ω-бэкграунда.

Отметим,что индекс самопересечения I в терминах параметров Ω-бэкграунда может
быть выражен, как I = ε

(1)
1 /ε

(1)
2 + ε

(2)
2 /ε

(2)
1 . Поэтому билинейные соотношения на статсуммы

Некрасова с I = −2 мы будем называть (−2)-билинейными соотношениями.

ε1

ε2

ε1

ε2

ε2 − ε1

ε1 − ε2

ε1

ε2

ε2 − 2ε1

ε2 − ε1
2ε1 − ε2

ε1 − ε2

Рисунок 1.1 – Схема раздутия для нашего подхода

Используя эти наблюдения, мы применяем их для доказательства искомых били-
нейных соотношений. Практически наш подход распадается на ряд шагов:

1. Мы берем предполагаемые (−2) билинейные соотношения, схематически обозначая
их Ẑ(u; q1, q2|·) = 0 и сворачиваем их с подходящей статсуммой Некрасова (тут мы
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опускаем точную зависимость от z для простоты):∑
m∈Z

Z(u(q1q2)2m; q1q2, q
−2
1 |·)Ẑ(uq2m

2 ; q1, q2|·). (1.7)

2. Подставляем Ẑ(u; q1, q2|·) =
∑

terms

∑
n∈ZZ(uq2n

1 ; q2
1, q2q

−1
1 |·)Z(uq2n

2 , q1q
−1
2 , q2

2|·) и ис-
пользуя соотношения раздутия Накаджимы-Ёшиоки (1.3) дважды, получаем линей-
ную комбинацию статсумм Некрасова:

∑
terms

∑
m,n∈Z

Z(u(q1q2)2m; q1q2, q
−2
1 |·)Z(uq2m

2 q2n
1 ; q2

1, q2q
−1
1 |·)Z(uq2m

2 q2n
2 ; q1q

−1
2 , q2

2|·) =

=
∑
terms

∑
2m′∈Z

#Z(u(q1q2)2m′ ; q1q2, q2q
−1
1 |·)Z(uq4m′

2 , q1q
−1
2 , q2

2|·) =
∑
terms

#Z(u; q1q2, q
2
2|·),

(1.8)

где # означает некоторые элементарные коэффициенты, построенные из β в (1.3).
Первая сумма обозначает различные слагаемые (с разными q-сдвигами z) в изначаль-
ном билинейном соотношении.

3. Предположим, что полученная линейная комбинация
∑

terms #Z(u; q1q2, q
2
2|·) равна

нулю. Из этого мы доказываем, что (−2) билинейная комбинация, с которой мы
начинали, тоже равна нулю. Это делается шаг за шагом, доказывая, что все степени
z этой комбинации равны нулю.

Отметим, что связь между (−1) and (−2) раздутиями используется в теории инва-
риантов Дональдсона [15], [10].

1.1.2 Статсуммы Некрасова и соотношения раздутия

Накаджимы-Ёшиоки

Пятимерные статсуммы Некрасова. Мы начинаем с обзора статсумм Некрасова Z супер-
симметричной SU(2) калибровочной теории без полей материи на C2, расширенной пятым
компактным измерением, и обсуждения их компонент.

Полная статсумма Некрасова Z разбивается в три множителя (мы используем со-
глашения статей [29], [30]):

Z = ZclZ1−loopZinst. (1.9)

В источниках Zcl и Z1−loop появляются из так называемой "части теории возмущений".
Статсумма Некрасова зависит от параметров Ω-бэкграунда ε1, ε2, вакуумных средних a1, a2

с условием a1+a2 = 0 (мы обозначаем a = a1−a2), а также от радиусаR пятого компактного
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измерения. В пятимерном случае удобно использовать мультипликативные параметры,
связанные с предыдущими по формулам:

ui = eRai , qi = eRεi , i = 1, 2, (1.10)

с условием u1u2 = 1 (мы обозначаем u = u1/u2). Чтобы получить суперсимметричную
SU(2) калибровочную теорию без материи на C2, нужно устремить R → 0, мы не будем
обсуждать этот предел в данной статье. Иногда мы будем модифицировать нашу суперсим-
метричную SU(2) калибровочную теорию без материи с помощью дополнительной теории
Черна-Саймонса уровня l ∈ Z. Мы будем обозначать соответствующую статсумму (и свя-
занные объекты) верхним индексом [l].

В этой работе по ряду причин будет рассматриваться только область ε1 < 0 < ε2,
которая соответствует центральному заряду c ≤ 1 (через АГТ-соответствие). Эта область
содержит случаи ε1 + ε2 = 0 and 2ε1 + ε2 = 0 которые интересны в приложениях к уравне-
ниям Пенлеве, как мы объясняли во Введении. Эта область также замкнута относительно
соотношений раздутия Накаджимы-Ёшиоки (см. (1.29) ниже), которые мы обсуждаем в
конце этого Раздела.

Инстантонная часть пятимерной статсуммы Некрасова, модифицированной теорией
Черна-Саймонса на уровне l дается формулой Некрасова:

Z [l]
inst(u; q1, q2|z) =

∑
λ(1),λ(2)

∏2
i=1(q1q2)−

l
2
|λ(i)|Tl

λ(i)
(ui; q1, q2)∏2

i,j=1 Nλ(i),λ(j)(ui/uj; q1, q2)
(q−1

1 q−1
2 z)|λ

(1)|+|λ(2)|, (1.11)

записанной в терминах комбинаторных блоков:

Nλ,µ(u; q1, q2) =
∏
s∈λ

(
1− uq−aµ(s)−1

2 q
lλ(s)
1

)∏
s∈µ

(
1− uqaλ(s)

2 q
−lµ(s)−1
1

)
(1.12)

и множителя от теории Черна-Саймонса:

Tλ(u; q1, q2) =
∏

(i,j)∈λ

u−1q1−i
1 q1−j

2 . (1.13)

Тут λ(1), λ(2) — это разбиения, |λ| = ∑λj and aλ(s), lλ(s) обозначают длины рук и ног для
квадрата s в диаграмме Юнга разбиения λ.

Функция Z [l]
inst(u; q1, q2|z) имеет элементарные симметрии:

Z [l]
inst(u; q1, q2|z) = Z [l]

inst(u; q2, q1|z) = Z [l]
inst(u

−1; q1, q2|z). (1.14)

Для l = 0 есть ещё элементарная симметрия:

Zinst(u; q1, q2|z) = Zinst(u; q−1
1 , q−1

2 |z). (1.15)
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Её доказательство основано на почленном сравнении слагаемых в степенном ряду, поэтому
мы имеем также:

Z [−l]
inst(u; q1, q2|z) = Z [l]

inst(u; q−1
1 , q−1

2 |z) (1.16)

В случае q1q2 = 1 симметрия q1, q2 7→ q−1
1 , q−1

2 эквивалентна симметрии q1 ↔ q2 для произ-
вольного l.

Для общих q1, q2, ситуация с симметрией q1, q2 7→ q−1
1 , q−1

2 несколько более сложная.
Для l 6= 0 почленное сравнение не работает. Тем не менее, для l = 1:

Z [1]
inst(u; q1, q2|z) = Z [1]

inst(u; q−1
1 , q−1

2 |z). (1.17)

Это доказано в случае q1 = q−1, q2 = q2 в [21, Prop. 1.38].
Для l = 2 оказывается:

Z [2]
inst(u; q1, q2|z) = (z; q1, q2)∞Z [0]

inst(u; q1, q2|z), (1.18)

соответственно:

Z [2]
inst(u; q−1

1 , q−1
2 |z) =

1− z
(z; q1)∞(z; q2)∞

Z [2]
inst(u; q1, q2|z). (1.19)

Появившийся здесь q-символ Похгаммера определен по формуле:

(z; q1, . . . qN)∞ =
∞∏

i1,...iN=0

(
1− z

N∏
k=1

qikk

)
. (1.20)

Он удовлетворяет q-сдвиговым соотношениям:

(z; q1, . . . qN)∞/(zq1; q1, . . . qN)∞ = (z; q2, . . . qN)∞, (z; q)∞/(zq; q)∞ = 1− z. (1.21)

Посмотрим на сходимость ряда (1.11). Сейчас мы докажем:

Предложение 1.1.1. Пусть q1 = q−m, q2 = qn, m,n ∈ Z≥1, |q| 6= 1 и u 6= qk, k ∈ Z.
Tогда ряд (1.11) для l = 0 сходится абсолютно и равномерно на каждом ограниченном
подмножестве C.

Доказательство этого Предложения аналогично доказательству [26, Prop 1 (i)], оно
обобщает [6, Предл. 3.1.] на случай ε1/ε2 ∈ Q<0.

Доказательство. Существуют константы L1, L2 ∈ R>0, такие что:∣∣∣∣qk/2 − q−k/2q1/2 − q−1/2

∣∣∣∣ > |k|L1/2
1 , ∀k ∈ Z6=0,

∣∣∣∣u1/2qk/2 − u−1/2q−k/2

q1/2 − q−1/2

∣∣∣∣ > L
1/2
2 , ∀k ∈ Z. (1.22)
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Тогда мы можем ограничить
∏2

i,j=1Nλi,λj(ui/uj; q
−m, qn) следующим образом (мы обозна-

чаем hλ = aλ + lλ + 1, этот объект называется крюком):∣∣∣Nλ1,λ1(1; q−m, qn)Nλ2,λ2(1; q−m, qn)
∣∣∣ =∏

s∈λ1

|q|m−n2 |q 1
2

(n(aλ1 (s)+1)+mlλ1 (s))−q− 1
2

(n(aλ1 (s)+1)+mlλ1 (s))||q 1
2

(naλ1 (s)+m(lλ1 (s)+1))−q− 1
2

(naλ1 (s)+m(lλ1 (s)+1))|

·
∏
s∈λ2

(λ1 ↔ λ2) >

(∏
s∈λ1

|hλ1|2
)(∏

s∈λ2

|hλ2|2
)∣∣∣qm−n2 min2(m,n)L1(q1/2 − q−1/2)2

∣∣∣|λ1|+|λ2| =
=

|λ1|!2|λ2|!2
(dimλ1 dimλ2)2

∣∣∣qm−n2 min2(m,n)L1(q1/2 − q−1/2)2
∣∣∣|λ1|+|λ2| , (1.23)

∣∣∣Nλ1,λ2(u; q−m, qn)Nλ2,λ1(u
−1; q−m, qn)

∣∣∣ =

=
∏
s∈λ2

|q|m−n2 |u 1
2 q

1
2

(n(aλ2 (s)+1)+mlλ1 (s)) − u− 1
2 q−

1
2

(n(aλ2 (s)+1)+mlλ1 (s))|

· |u 1
2 q

1
2

(naλ2 (s)+m(lλ1 (s)+1)) − u− 1
2 q−

1
2

(naλ2 (s)+m(lλ1 (s)+1))|

·
∏
s∈λ1

(λ1 ↔ λ2, u↔ u−1) >
∣∣∣qm−n2 L2(q1/2 − q−1/2)2

∣∣∣|λ1|+|λ2| , (1.24)

где мы использовали формулу крюков для dimλ. Так как
∑
|λ|=n(dimλ)2 = n!, мы получаем

Zinst(u; q−1, q|z) < exp

∣∣∣∣ 2z

qm−n min2(m,n)L1L2(q1/2 − q−1/2)4

∣∣∣∣.
Для случая ε1/ε2 /∈ Q это рассуждение не работает. В этом случае полюса по u в

сумме (1.11) плотны и, похоже, что ряд расходится. Тем не менее, какого-либо доказатель-
ства у нас нету. Для l 6= 0 мы также не имеем никакого доказательства, но компьютерные
проверки показывают, что ряд начинает расходиться при |l| > 2. Пользуясь симметрией
(1.16), далее мы ограничимся случаями уровней l = 0, 1, 2. Такое ограничение также есте-
ственно с точки зрения кластерных интегрируемых систем [4]. Случай l = 2 мы будем
рассматривать только при обсуждении соотношения (1.18).

Отметим также, что сходимость инстантонных статсумм Некрасова в другом секто-
ре (именно ε1, ε2 > 0, а также комплексно-сопряженных и при этом не чисто мнимых ε1, ε2)
обсуждалась в работе [14].

Классическая и однопетлевая части пятимерной статсуммы Некрасова имеют вид:

Zcl(u; q1, q2|z) = (q−1
1 q−1

2 z)
− log2 u

4 log q1 log q2 , (1.25)

Z1−loop(u; q1, q2) = (u; q1, q2)∞(u−1; q1, q2)∞. (1.26)

Эти части не зависит от уровня l (тем не менее, Zcl начинает зависеть от l в случае ка-
либровочной группы SU(r), r > 2). Можно увидеть, что симметрии q1 ↔ q2, u 7→ u−1
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удовлетворяются и классической, и однопетлевой частью полной статсуммы Некрасова Z
также. Но для симметрии q1, q2 7→ q−1

1 , q−1
2 имеем:

Zcl(u; q−1
1 , q−1

2 |z) = (q1q2)
− log2 u

2 log q1 log q2Zcl(u; q1, q2|z), (1.27)

и

Z1−loop(u; q−1
1 , q−1

2 ) = (uq1; q1)−1
∞ (u−1; q1)−1

∞ (u; q2)−1
∞ (u−1q2; q2)−1

∞ Z1−loop(u; q1, q2), (1.28)

где мы последовательно использовали свойства (z; q−1
1 , q2, . . . qN)∞ = (zq1; q1, . . . qN)−1

∞ и
(1.21). Поэтому симметрия нарушена во всех случаях, кроме q1q2 = 1.

Соотношения раздутия Накаджимы-Ёшиоки
Функции Z [l](u; q1, q2|z) удовлетворяют соотношениям раздутия Накаджимы-Ёшиоки

[30], [21]

βdj (q1, q2|z)Z [l](u; q1, q2|z) =
∑

n∈Z+j/2

(
Z [l](uq2n

1 ; q1, q2q
−1
1 |q

d+ 1
2
l(j−1)

1 z)Z [l](uq2n
2 ; q1q

−1
2 , q2|qd+ 1

2
l(j−1)

2 z)
)
,

(1.29)
для j = 0, 1, l = 0, 1, 2, d = −1, 0, 1. Соответствующие коэффициенты βdj оказываются
независимыми от l, их значения приведены в таблице:

βdj d = −1 d = 0 d = 1

j = 0 1 1 1

j = 1 (q−1
1 q−1

2 z)1/4 0 −(q1q2z)1/4

Эти результаты доказаны в Теореме 2.4 из [30] для l = 0 и в Теореме 2.11 из [31]
для случая l = 1, 2, j = 0 и случая l = 1, 2, j = 1, d = 0. Мы не нашли случаи l = 1, j = 1,
d = ±1 в литературе, но они следуют из результатов [31] (см. сноску 6 в [8])

Отметим, что, фактически, соотношения раздутия Накаджимы-Ёшиоки — это со-
отношения на Z [l]

inst, а Zcl и Z1−loop дают (ldn)−1zn
2 , где независимый от z коэффициент ldn

называется фактором раздутия.

Замечание 1.1.1. В соотствествиии с симметриями (1.16), (1.27), (1.28), коэффициенты
β
d,[l]
j для произвольного d удовлетворяют:

β
d,[l]
j (q−1

1 , q−1
2 |z) = (−1)jβ

−d,[−l]
j (q1, q2|z), (1.30)

где мы восстановили зависимость βd,[l]j от l в случае произвольного d.
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1.1.3 Соотношения раздутия на C2/Z2 из соотношений разду-

тия на C2

Также имеются соотношения раздутия на статсуммы Некрасова на C2/Z2, имеющие фор-
му:

Z [l]
X2

(u; q1, q2|z) =
∑

n∈Z+j/2

D
(
Z [l](uq2n

1 ; q2
1, q2q

−1
1 |z),Z [l](uq2n

2 ; q1q
−1
2 , q2

2|z)
)
, j = 0, 1, (1.31)

где Z [l]
X2

— этот некоторая инстантонная статсумма на X2, которое является минималь-
ным разрешением C2/Z2. Конкретный тип этой статсуммы зависит от билинейного q-
разностного (по z) оператора D в правой части.

Как было уже упомянуто во Введении, эти соотношения могут быть использованы
для доказательства формулы (1.1) для тау-функции q-разностных уравнений Пенлеве. Од-
нако, нам нужны только соответствующие билинейные соотношения на статсуммы Некра-
сова на C2, которые могут быть получены из предыдущих соотношений исключением Z [l]

X2
.

Эти соотношения имеют вид суммы слагаемых типа:

Ẑ [l]
d (u; q1, q2|z) =

∑
n∈Z+j/2

εnZ [l](uq2n
1 ; q2

1, q2q
−1
1 |qd1z)Z [l](uq2n

2 , q1q
−1
2 , q2

2|qd2z), d ∈ Z, (1.32)

с коэффициентами, не зависящими от u. Мы увидим ниже, что знак ε = ±1 существенен
только в случае j = 1.

Эти билинейные соотношения мы называем "(−2) билинейными соотношениями",
отмечая, что для этих соотношений I = ε

(1)
1 /ε

(1)
2 + ε

(2)
2 /ε

(2)
1 = −2 в отличие от соотношений

раздутия Накаджимы-Ёшиоки, где I = −1. Наша цель — найти подход к получению (−2)

билинейных соотношений из соотношений раздутия Накаджимы-Ёшиоки (1.29). В этом
Разделе мы проиллюстрируем общую схему для l = 0.

Сделаем следующую свертку Z(u; q1q2, q
−2
1 |z) с (1.32):∑

m∈Z+j/2

εmZ(u(q1q2)2m; q1q2, q
−2
1 |(q1q2)d1+d2z)Ẑd(uq2m

2 ; q1, q2|qd1+d2
2 z) (1.33)

или, явно выписывая (−2) билинейное слагаемое:∑
m,n∈Z+j/2

εm+nZ(uq2m
1 q2m

2 ; q1q2, q
−2
1 |(q1q2)d1+d2z)

×Z(uq2n
1 q2m

2 ; q2
1, q2q

−1
1 |qd2−d11 qd1+d2

2 z)Z(uq
2(m+n)
2 , q1q

−1
2 , q2

2|qd2−d12 qd1+d2
2 z),

(1.34)

где мы ввели d1 and d2, такие что d = d2 − d1. Сделаем замену m = m′ + n′, n = m′ − n′ в
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полученном выражении:

εj

 ∑
m′∈Z+j/2,n′∈Z

+ε
∑

m′∈Z+j/2+ 1
2
,n′∈Z+ 1

2

Z(u(q1q2)2(m′+n′); q1q2, q
−2
1 |(q1q2)d2+d1z)

Z(u(q1q2)2m′(q−1
1 q2)2n′ ; q2

1, q2q
−1
1 |qd2−d11 qd2+d1

2 z)×Z(uq4m′

2 , q1q
−1
2 , q2

2|q2d2
2 z).

(1.35)

Используя соотношения раздутия Накаджимы-Ёшиоки (1.29) для первой пары статсумм
Некрасова (суммируя по n′), получаем∑

2m′∈Z

ε2m
′
βd12m′+j mod 2(q1q2, q2q

−1
1 |(q1q2)d2z)Z(u(q1q2)2m′ ; q1q2, q2q

−1
1 |(q1q2)d2z)×

×Z(uq4m′

2 , q1q
−1
2 , q2

2|q2d2
2 z),

(1.36)

что может опять быть просуммировано, используя соотношения раздутия Накаджимы-
Ёшиоки (1.29), к (∑

i=0,1

εiβd1i+j mod 2(q1q2, q2q
−1
1 |(q1q2)d2z)βd2i (q1q2, q

2
2|z)

)
×

×Z(u; q1q2, q
2
2|z).

(1.37)

Возьмем сумму слагаемых типа (1.32) и сделаем свертку (1.33) с полной суммой.
И пусть теперь после свертки мы получаем Z(u; q1q2, q

2
2|z) с нулевым коэффициентом.

Отметим, что для того, чтобы свертка была возможна, т.е. однородна по всем слагаемым,
мы должны брать слагаемые в соотношении с одинаковым сдвигом d1 + d2.

Ниже мы доказываем в случае j = 0, что изначальная сумма слагаемых тоже была
равна нулю. Случай j = 1 более тонкий: мы доказываем, что изначальная сумма зану-
ляется, если существует её две различных зануляющиеся свертки. У нас принципиально
есть такая возможность, поскольку мы можем брать различные пары d1 и d2, такие что
d2 − d1 = d. Ниже, для простоты, мы обозначаем d12 = d1 + d2.

Предложение 1.1.2. Рассмотрим (−2) билинейное соотношения на статсуммы Некрасо-
ва, состоящие из слагаемых (1.32).

(i) Случай j = 0. Если имеется зануляющаяся свертка (1.33), тогда изначальное
(−2) билинейное соотношение выполняется.

(ii) Случай j = 1. Если имеется хотя бы две различные зануляющиеся свертки,
такие что d12 6= d′12, тогда изначальное (−2) билинейное соотношение выполняется.

Доказательство. В терминах инстантонной части Zinst, слагаемые (1.32) имеют вид:

(q−1
1 q−1

2 z)
− log2 u

8 log q1 log q2

∑
n∈Z+j/2

εnu
nd
2 (q1q2)

n2d
2 (q−1

1 q−1
2 z)

n2

2

ldn
×

×Zinst(uq2n
1 ; q2

1, q2q
−1
1 |qd1z)Zinst(uq2n

2 , q1q
−1
2 , q2

2|qd2z),

(1.38)
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где ldn — коэффициенты раздутия C2/Z2, получающиеся из Z1−loop.
Мы сворачиваем соотношение, собранное из таких слагаемых, с

Z(u; q1q2, q
−2
1 |z) = z

log2 u
8 log q1(log q2+log q1)

+∞∑
p=0

bp(u)zp, (1.39)

b0(u) = (q1q
−1
2 )

log2 u
8 log q1(log q2+log q1)Z1−loop(u; q1q2, q

−2
1 ). (1.40)

(i) В случае j = 0 вся сумма, как ряд по z, имеет вид:

z
− log2 u

8 log q1 log q2

+∞∑
k=0

ck(u)εkzk/2, (1.41)

таким образом, мы видим, что (−2) билинейные соотношения разбиваются в соотношения
с целыми и полуцелыми степенями z, а знак ε это выражает.

После свертки, мы имеем, с точностью до общего множителя:∑
m∈Z

εmu
m
2
d12(q1q

2
2)

m2

2
d12z

m2

2

+∞∑
p=0

bp(uq
2m
1 q2m

2 )((q1q2)d12z)p
+∞∑
k=0

ck(uq
2m
2 )(qd122 z)k/2 = 0. (1.42)

Теперь, последовательно приравнивая к нулю коэффициенты перед степенями zn/2, n ∈
Z≥0, так как b0(u) 6= 0, мы получаем c0 = 0, c1 = 0, c2 = 0 . . ..

(ii) В случае j = 1 такого разбиения нету:

z
1
8
− log2 u

8 log q1 log q2

+∞∑
k=0

dk(u)zk. (1.43)

Две зануляющиеся свертки с d12 6= d′12 с точностью до общего множителя дают:∑
m∈Z+1/2

εmu
m
2
d12(q1q

2
2)

m2

2
d12z

m2

2

+∞∑
p=0

bp(u(q1q2)2m)((q1q2)d12z)p
+∞∑
k=0

dk(uq
2m
2 )(qd122 z)k = 0, (1.44)

∑
m∈Z+1/2

εmu
m
2
d′12(q1q

2
2)

m2

2
d′12z

m2

2

+∞∑
p=0

bp(u(q1q2)2m)((q1q2)d
′
12z)p

+∞∑
k=0

dk(uq
2m
2 )(q

d′12
2 z)k = 0. (1.45)

Приравнивая к нулю коэффициенты перед степенями zn+1/8, n ∈ Z≥0, мы получаем си-
стему линейных уравнений 2 × 2 на dn(uq2) и dn(uq−1

2 ) с неоднородностью — линейной
комбинацией dk, k < n. Фундаментальная матрица этой системы равна(

ud12/4(q1q
2
2)d12/8b0(uq1q2)qpd122 u−d12/4(q1q

2
2)d12/8b0(uq−1

1 q−1
2 )qpd122

ud
′
12/4(q1q

2
2)d
′
12/8b0(uq1q2)q

pd′12
2 u−d

′
12/4(q1q

2
2)d
′
12/8b0(uq−1

1 q−1
2 )q

pd12′
2

)
, (1.46)

её детерминант равен

(q1q
2
2)(d12+d′12)/8b0(uq1q2)b0(u(q1q2)−1)q

(d12+d′12)p
2 (u(d12−d′12)/4 − u(d′12−d12)/4), (1.47)

что не равно нулю для общего u. Следовательно, мы последовательно получаем d0 =

0, d1 = 0, d2 = 0 . . ..
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Мы видим, что в случае j = 0 знак ε соответствует ветке корня z1/2, поэтому мы
опустим его в следующем Разделе.

1.2 Полуконечные гармонические функции на

графе Гнедина-Кингмана

1.2.1 Введение

В работе Кингмана [36] были описаны случайные перестановочно-инвариантные разбиения
(random exchangeable partitions) множества натуральных чисел. Такие разбиения парамет-
ризуются вероятностными мерами на симплексе Кингмана, элементы которого суть беско-
нечные последовательности вещественных чисел (α1 ≥ α2 ≥ · · · ≥ 0) с условием

∑
i

αi ≤ 1.

Теорему Кингмана можно переформулировать в терминах гармонических функций на
некотором графе ветвления – графе Кингмана K ([39, 40, 35]). Вершины этого графа соот-
ветствуют диаграммам Юнга, а ребра отвечают правилу Пиери для мономиального базиса
в алгебре симметрических функций Sym.

Гнединым [32] был получен аналог теоремы Кингмана для линейно упорядоченных
разбиений. Тогда, как показано в [32], роль симплекса Кингмана играет пространство от-
крытых подмножеств единичного интервала. Теорему Гнедина можно тоже переформули-
ровать в терминах гармонических функций на некотором графе ветвления. Этот граф мы
обозначаем через GK и предлагаем называть графом Гнедина–Кингмана. Его вершины со-
стоят из всевозможных композиций, а кратности ребер задаются правилом Пиери для мо-
номиального базиса в алгебре квазисимметрических функций QSym. Эта интерпретация
используется в работе Карева и Никитина [37], в которой теорема Гнедина передоказана
другим методом.

Цель настоящей работы – классифицировать неразложимые полуконечные гармо-
нические функции на графе Гнедина-Кингмана. Условие полуконечности предполагает,
что в некоторых вершинах функция принимает значение +∞; точное определение дано в
параграфе 2.1. Основная теорема показывает, что параметрами классификации служат ко-
нечные наборы непересекающихся интервалов в (0, 1) плюс некоторые дискретные данные
(наборы композиций).

Применительно к графу Кингмана задача о полуконечных гармонических функ-
циях была решена Вершиком и Керовым [34, 38]. Говоря неформально, наш результат
соотносится с их результатом так же, как теорема Гнедина соотносится с теоремой Кинг-
мана.

Используя естественное вложение колец Sym ↪→ QSym, можно установить некоторое
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соответствие между полуконечными гармоническими функциями на графах GK и K.
Отметим, что граф GK служит диаграммой Браттели некоторой AF-алгебры, а

неразложимые полуконечные гармонические функции на GK соответствуют нормальным
факторпредставлениям этой алгебры типа I∞ и II∞.

Перейдем к более подробному описанию результатов.
Граф Гнедина-Кингмана GK – это градуированный граф GK =

⊔
n≥0

GKn, где GKn

– это все возможные композиции(упорядоченные разбиения) числа n. По опредедению
полагается GK0 = {∅}.

Ребра между композициями с соседних уровней устроены следующим образом. Пусть
µ = (n1, . . . , nk), |µ| = N , тогда µ соединена ребрами со всеми композициями ν, |ν| = N−1,
которые получаются из µ

– уменьшением одного из чисел ni на единицу при ni ≥ 2,

– извлечением единицы из последовательности единиц, тем самым уменьшая длину
этой последовательности на один: (1, . . . , 1)︸ ︷︷ ︸

j

7→ (1, . . . , 1)︸ ︷︷ ︸
j−1

.

В первом случае кратность ребра равна 1, во втором случае она равна j (см. Рисунок
1.2).

Замечание 1.2.1. Ребра в графе GK отражают правило Пьери для мономиальных ква-
зисимметрических функций Mλ (см. [41, (3.12)] для α = (1)).

Если из ν в µ идет по крайней мере одно ребро, то мы пишем ν ↗ µ. Крат-
ность ребра, идущего из ν в µ будем обозначать через κ(ν, µ). По определению полагается
κ(ν, µ) = 0, если |µ|− |ν| 6= 1 или же ν ∈ GKN−1, µ ∈ GKN , но ν и µ не соединены ни одним
ребром.

Путем будем называть последовательность композиций λ1, λ2, λ3, . . .(конечную или
бесконечную) с условием λi ↗ λi+1 ∀i.

Будем говорить, что µ лежит выше чем ν, если µ лежит на более высоком уровне
чем ν и их можно соединить путем. В этом случае мы будем писать µ > ν.

Функция ϕ : GK→ R≥0 ∪{+∞}, заданная на множестве вершин графа GK называ-
ется гармонической, если она удовлетворяет условию:

ϕ(λ) =
∑
µ:λ↗µ

κ(λ, µ)ϕ(µ), ∀λ ∈ GK. (1.48)

Замечание 1.2.2. Мы пользуемся следующими соглашениями:

– x+ (+∞) = +∞, x ∈ R,
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...

∅

Рисунок 1.2 – Граф Гнедина-Кингмана

– (+∞) + (+∞) = +∞,

– 0 · (+∞) = 0.

Пусть ϕ – гармоническая функция. Если ϕ(λ) < +∞, то для любой композиции
µ такой, что µ > λ мы имеем ϕ(µ) < +∞. Кроме того, если ϕ(λ) = 0, то для любой
композиции µ такой, что µ > λ мы имеем ϕ(µ) = 0.

Множество всех λ ∈ GK, для которых ϕ(λ) < +∞ мы будем называть идеалом ко-
нечности ϕ. Идеал нулей ϕ будет обозначаться через kerϕ, а носитель {λ ∈ GK | ϕ(λ) > 0}
через suppϕ.

Такие названия обусловлены тем, что множество вершин I ⊂ GK, удовлетворяющих
свойству λ ∈ I, µ > λ =⇒ µ ∈ I, принято называть идеалом в графе ветвления [40].

Гармоническая функция ϕ называется конечной, если ϕ(λ) < +∞,∀λ ∈ GK.
Конечные гармонические функции предполагаются нормированными: ϕ(∅) = 1.
Конечная гармоническая функция ϕ называется неразложимой, если для любых ко-

нечных гармонических функций ϕ1, ϕ2 и положительных вещественных чисел c1, c2 таких,
что c1 + c2 = 1 мы имеем ϕ = c1ϕ1 + c2ϕ2 =⇒ ϕ = ϕ1 или ϕ = ϕ2.

По каждой конечной гармонической функции ϕ можно построить функционал Fϕ : QSym →
R:

Fϕ(Mλ) = ϕ(λ), (1.49)
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где Mλ мономиальная квазисимметрическая функция [41].
Такой функционал удовлетворяет следующим свойствам:

1. Fϕ(Mλ) ≥ 0,

2. Fϕ(M(1)Mλ) = Fϕ(Mλ),

3. Fϕ(1) = 1.

Cоответствие ϕ ←→ Fϕ задает биекцию между конечными гармоническими функ-
циями GK и функционалами QSym → R, удовлетворяющими свойствам (1),(2),(3).

Мы будем отождествлять ϕ и Fϕ и использовать для них одинаковое обозначение –
ϕ.

1.2.2 Полуконечные гармонические функции: классификация

и явное описание

Рассмотрим алгебру R = QSym/
(
M(1) − 1

)
и положительный конус K ⊂ R, натянутый на

образы мономиальных квазисимметрических функций: K = span([Mλ] | λ ∈ GK)R≥0
, где

[ · ] : QSym � R – канонический гомоморфизм. Отметим, что этот конус замкнут отно-
сительно умножения: K · K ⊂ K. Конус K задает частичный порядок ≥K на алгебре R:
a ≥K b ⇐⇒ a− b ∈ K.

Каждая гармоническая функция ϕ задает аддитивное R≥0 – линейное отображение
Fϕ : K → R≥0 ∪ {+∞}:

Fϕ([Mλ]) = ϕ(λ). (1.50)

Напомним, что мы пользуемся соглашением 0 · (+∞) = 0, см. Замечание 1.2.2.
Гармоническая функция ϕ называется полуконечной, если она не является конечной

и отображение Fϕ : K → R≥0 ∪ {+∞} обладает следующим свойством полунепрерывности
снизу

Fϕ(a) = sup
b∈K : b≤Ka,
Fϕ(b)<+∞

Fϕ(b), ∀a ∈ K. (1.51)

Если Fϕ(a) < +∞, то условие (1.51) превращается в тривиальное равенство Fϕ(a) = Fϕ(a).
Гармоническая функция ϕ является полуконечной тогда и только тогда, когда суще-

ствует a ∈ K такое, что Fϕ(a) = +∞ и для любого такого a найдется последовательность
{an}n≥1 ⊂ K такая, что an ≤K a, Fϕ(an) < +∞ и lim

n→+∞
Fϕ(an) = +∞. Если ϕ полуконечная

гармоническая функция GK, то найдется λ ∈ GK такая, что ϕ(λ) = +∞ и для любой такой
λ найдется вершина µ > λ такая, что 0 < ϕ(µ) < +∞.

24



Cоответствие ϕ ←→ Fϕ задает биекцию между полуконечными гармоническими
функциями на графе GK и R≥0 – линейными аддитивными отображениями K → R≥0 ∪
{+∞}, удовлетворяющими свойству (1.51).

Мы будем отождествлять ϕ и Fϕ и использовать для них одинаковое обозначение –
ϕ.

Полуконечная гармоническая функция ϕ называется неразложимой, если для лю-
бой конечной (тождественно не равной нулю) или полуконечной гармонической функции
ϕ′ такой, что ϕ ≥ ϕ′, мы имеем ϕ = cϕ′ для некоторого c ∈ R.

Опишем неразложимые конечные гармонические функции на графе Гнедина-Кингмана
с непустым множеством нулей [37].

Пусть U0 множество всевозможных открытых подмножеств единичного интервала,
состоящих из конечного объединения интервалов, общая длина которых равна единице.
Интервалы разделяются на два типа: h - интервалы и v - интервалы(h от horizontal, а v
от vertical). Два v - интервала не могут идти подряд, а h - интервалы могут.

Замечание 1.2.3. Аналогом v - интервалов в графе Кингмана является параметр γ = 1−∑
i

αi,

поэтому они будут обоначаться символом γ с индексом, а h - интервалы – символом u с
индексом.

Замечание 1.2.4. Графически h - интервалы будут изображаться синими отрезками,
окруженными круглыми скобками, v - интервалы будут изображаться черными отрезками
без каких-либо скобок.

Следующий элемент u ∈ U0 состоит из четырех h - интервалов – u1, u2, u3, u4 и двух
v - интервалов – γ1, γ2:

0 1

u3u2u1 u4γ1 γ2

Каждому элементу u ∈ U0 соответствует конечная гармоническая функция ϕu на
графе Гнедина-Кингмана GK [32]. Описание ϕu будет очень похоже на конструкцию Ке-
рова границы графа Юнга: [33, p. 13-18] и особенно [33, p.18-19 Remark 4.8].

Для того, чтобы явно задать ϕu нам понадобятся следующие два гомоморфизма
ψ+, ψ− : QSymRightarrowR, заданных по правилам:

ψ+(Mλ) =

1, если λ = (n),

0, иначе,
ψ−(Mλ) =


1

n!
, если λ = (1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

n

),

0, иначе.

(1.52)
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Пусть u состоит в сумме из m интервалов. Каждому из h - интервалов поставим в
соответствие ψ+, а каждому из v - интервалов – ψ−. Тогда мы получим набор гомомор-
физмов ψ1, . . . , ψm : QSymRightarrowR.

Для вещественного числа t 6= 0 обозначим через rt автоморфизм QSym, заданный
по правилу Mλ 7→ t|λ|Mλ.

Через ∆ обозначается коумножение в алгебре QSym, а ∆(n) : QSym → QSym⊗n опре-
деляется индуктивно:

∆(n+1) = (∆⊗ 1) ◦∆(n) = (1⊗∆) ◦∆(n), ∆(2) = ∆. (1.53)

Обозначим через w = (w1, . . . , wm) набор длин интервалов u, взятых в естественном
порядке слева направо.

Гармоническая функция ϕu определяется следующим образом:

ϕu(λ) = (ψ1 ⊗ . . .⊗ ψm) ◦ (rw1 ⊗ . . .⊗ rwm) ◦∆(m)(Mλ). (1.54)

При каждом фиксированном λ правая часть (1.54) задает некоторую функцию на
U0, которую мы будем обозначать через Mλ(u).

Определение 1.2.1. Рассмотрим множество Ũ0, состоящее из всевозможных наборов
(u, γ;λ0, λ1 . . . , λm), где

– u, γ – открытые непересекающиеся подмножества единичного интервала, состоящие
из несвязного объединения конечного числа интервалов, общая длина которых равна
единице. Интервалы из u называются h - интервалами, а интервалы из γ называются
v - интервалами.

– m – общее число интервалов u и γ;

– λi – некоторые композиции; хотя бы одна из них непустая. Мы считаем, что эти
композиции находятся в граничных точках h - интервалов и v - интервалов. Таким
образом, λ0 находится в начале единичного отрезка, а λm – в конце. Если два v - ин-
тервала идут подряд, то композиция, разделяющая их, обязательно непустая. Кроме
того, композиция, стоящая рядом с v - интервалом не может касаться его числом
1, то есть, крайний со стороны v - интервала символ в композиции должен быть не
меньше двух. Композиции λi будут называться разделяющими композициями.

Следующий элемент ũ ∈ Ũ0 состоит из четырех h - интервалов – u1, u2, u3, u4 и трех
v - интервалов – γ1, γ2, γ3. Последние два v - интервала находятся рядом друг с другом, но
разделены композицией (3, 1, 5). В этом случае m = 7 и композиции λi следующие:
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0 1

u3u2u1 u4γ1 γ2

(1, 1, 1) (5, 3) (3, 1, 5)

γ3

(1, 3)

λ0 = (1, 1, 1), λ1 = ∅, λ2 = (5, 3), λ3 = (1, 3), λ4 = λ5 = ∅, λ6 = (3, 1, 5), λ7 = ∅. (1.55)

Теперь мы опишем неразложимые полуконечные гармонические функции ϕũ, соот-
ветствующие ũ ∈ Ũ0 и сформулируем основной результат работы.

Теорема 1.2.1. Если ϕ – полуконечная неразложимая гармоническая функция на графе
Гнедина-Кингмана GK, то ϕ пропорциональна ϕũ для некоторого ũ ∈ Ũ0. Иначе говоря,
неразложимые полуконечные гармонические функции на графе Гнедина-Кингмана пара-
метризуются (с точностью до умножения на положительное вещественное число) элемен-
тами множества Ũ0.

Полуконечная неразложимая гармоническая функция ϕũ задается следующим об-
разом.

Пусть ũ = (u, γ;λ0, λ1 . . . , λm). Введем обозначение n(ũ) = |λ0|+ |λ1|+ . . .+ |λm|.

Предложение 1.2.1.

ϕũ(λ) =


lim
ε→0

1

εn(ũ)
·M◦

λ(uε), если λ ⊇ λũ,

0, если λ /∈ GKũ,

+∞, иначе.

(1.56)

1.3 Иррегулярные конформные блоки, Пенлеве III

и соотношения раздутия

1.3.1 Введение

Соответствие между CFT и изомонодромными деформациями является важной задачей
математической физики. Один из главных результатов содержится в [42], где было найдено
разложение тау функции уравнения Painlevé VI в виде ряда по c = 1 конформным блокам.
С другой стороны, в [43] было показано, что регуляризованное действие, вычисленное на
решении уравнения Painlevé VI задает c→∞, т. е. квазиклассический конформный блок.
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В дальнейшем было предложено [44, 45, 46] объяснение этих соответствий посредством
соотношений раздутия Накаджимы-Ёшиоки [47, 112], содержащих статсуммы Некрасова
при раличных значениях параметров Ω-бэкграунда, или конформные блоки с разными
центральными зарядами [49].

Мы исследовали эти соотношения для случая уравнения Пенлеве III3, не используя
a priori конструкций из CFT. В частности, мы использовали определение квазиклассиче-
ского конформного блока, предложенное в [43] для случая Пенлеве VI, в виде регуляризо-
ванного функционала действия, вычисленного на решении, и продолжили его на случай
вырожденного уравнения - Пенлеве III. Такое функциональное представление оказыва-
ется полезно для изучения свойств решения в окрестности дивизора Мальгранжа, хотя
в этой части мы лишь воспроизводим формулы, уже полученные в [50] без указания на
связь с классическими конформными блоками. Однако, мы показали, что в терминах изо-
монодромных тау функций дивизор Мальгранжа получает прозрачное описание, которое
автоматически приводит к соотношениям раздутия, связывающим c = 1 and c → ∞ кон-
формные блоки, которые можно рассматривать как систему уравнений определяющих оба
конформных блока.

Мы подчеркиваем, что такой подход позволяет получить довольно сложные соот-
ношения 2d конформной теории, или даже 4d суперсимметричной теории в Ω бэкграунде,
пользуясь исключительно методами теории обыкновенных дифференциальных уравнений.
Более того, как мы убедились, метод обобщается на рассматриваемый нами случай урав-
нения Пенлеве III, где помимо области t → 0 имеется область t → ∞, где большинство
ингридиентов соответствия isomonodromy/CFT, таких как статсуммы Некрасова, неиз-
вестны. Следуя [51], мы продолжаем аналитические методы в эту область и получаем
аналоги соотношений раздутия для, предположительно, статсумм нелагранжевых теорий.
В этой части наша работа пересекается с [52, 53], где соотношения раздутия были доказаны
независимо, с использованием другой техники.

Также известно, что c → ∞ конформные блоки описывают спектры дифференци-
альных уравнения второго порядка [54, 55], соответствующих квантовомеханической вер-
сии интегрируемой системы Зайберга-Виттена [56], так как точные условия квантования
записываются в виде квазиклассических конформных блоков. Связь c = 1 конформных
блоков с 2 × 2 матричными дифференциальными уравнениями, составляющими соответ-
ствующую линейную задачу, возникающая из соответствия isomonodromy/CFT, приводит
к идее о том, что соотношения раздутия на конформные блоки могут быть получены из
соотношений, связывающих дифференциальные уравнения второго порядка и 2 × 2 си-
стемы, известных уже довольно [57]. Вдохновляясь [58, section 6], мы получаем условия
квантования для cosh-/cos-Матьё в виде некоторых ограничений на данные монодромии
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связанной 2 × 2 системы, дополненных условием сокращения лишней особенности, кото-
рое выражается как зануление Бэкланд преобразованной тау функции. Оказывается, что в
случае t→∞ квазиклассические конформные блоки описывают теорию возмущений спек-
тра в потенциале косинус. Чтобы установить это соответствие, мы используем выражения
данных монодромии в кластерных координатах, получаемые из WKB графов.

Работа состоит из нескольких частей. Сначала мы рассматриваем 2 × 2 вспомога-
тельную линейную задачу для Пенлеве III3 и изучаем ее связь с cosh-/cos-Матьё. Соответ-
ствующая сингулярность решения Пенлеве на дивизоре Мальгранжа описывается усло-
вием зануления тау функции, асимптотические свойства которой изучаются с помощью
явных Киевских формул из [59] (доказанных в [60, 61]). Квазиклассический конформный
блок определяется из условия зануления тау функции, и, следуя [43] записывается в ви-
де регуляризованного функционала действия. Затем мы получаем соотношения раздутия,
большей частью переписывая определение квазиклассического блока.

Следующая часть нашей работы посвящена пределу t → ∞. Мы пользуемся соот-
ветствующим разложением тау функции из [51] и ищем описание для полюсов решения в
виде производных некой функции, которая затем отождествляется с "квазиклассическим
конформным блоком в бесконечности". Чтобы дать его явное определение, мы пользуемся
модифицированной версией функционала действия и затем, как и в случае t→ 0 исполь-
зуем этот функционал, чтобы доказать формулы для производных конформного блока
(существование функции с данными частными производными). Мы также доказываем,
что квазиклассические блоки в нуле и бесконечности связаны посредством производящей
функции канонического преобразования. В завершение этой части мы предлагаем аналоги
соотношений раздутия, связывающих “c = 1” и “c→∞” блоки в бесконечности.

Следующая часть посвящена изучению смысла квазиклассических конформных бло-
ков в спектральной теории. Мы обнаруживаем, что подобно общеизвестным описаниям
спектра в потенциалах cos и cosh в терминах “ассимметричных 1-ε” статсумм Некрасова,
они описывают положения разрешенных областей в спектре потенциала cos в пределе, ко-
гда эти области становятся экспоненциально узкими. Основной инструмент, который здесь
используется - точный WKB, показывающий, что координаты из [51] практически совпада-
ют с кластерными координатами, что было также замечено в [62]. В этой части мы также
отождествляем одну из тау функций со статсуммой Замолодчикова [63] или спектральным
детерминантом из [64]. Это отождествление дает явные интегральные представления для
конформных блоков в бесконечности для некоторых специальных значений размерности.

Далее мы устанавливаем связь основных объектов с иррегулярными блоками, по-
лученными из конформной теории, это делано полностью в пределе t → 0. Также мы
проводим некоторый анализ для t → ∞, где конформные блоки не имеют определения
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в терминах CFT, но тем не менее можно найти поведение корреляторов со вставкой тя-
желого вырожденного поля, когда координата этого поля стремится к бесконечности. Это
позволяет отождествить регуляризованное действие с коррелятором.

Наконец, мы исследуем случай квантового Painlevé III3, в решении которого участ-
вуют конформные блоки с произвольным центральным зарядом. Предлагая разложение
для квантовой тау функции в бесконечности, мы получаем аналоги C2/Z2 соотношений
раздутия для t → ∞ и решаем их порядок за порядком, чтобы найти разложение кон-
формного блока. Мы проверяем, что в обоих пределах, c = 1 и c =∞, восстанавливаются
уже полученные результаты. Также мы проверяем, что эти общие конформные блоки в
бесконечности удовлетворяют соотношениям раздутия типа Накаджимы-Ёшиоки, что под-
держивает гипотезу о том, что они - правильные аналоги конформных блоков при t→∞.

1.3.2 Решение Пенлеве III и тау функции

Хорошо известно, что гамильтониан Пенлеве III3 дается логарифмической производной
изомонодромной тау функции

H(w,w′; t) =
tw′2

4w2
+
w

t
+

1

w
= ∂t log τ(t), (1.57)

которая, в свою очередь, дает решение [60] уравнения PIII3 по формуле

w(t)−1 = ∂tt∂t log τ(t). (1.58)

Для Bäcklund–преобразованного решения w1(t) = t
w(t)

аналог (1.57) имеет вид

H(w1, w
′
1; t) =

(tw′ − w)2

4tw2
+
w

t
+

1

w
= ∂t log τ1(t), (1.59)

вычитая его из (1.57) мы получаем

1

2
∂t logw(t)− 1

4t
= ∂t log

τ(t)

τ1(t)
, (1.60)

что интегрируется в формулу для решения

w(t) = −t1/2 τ(t)2

τ1(t)2
, (1.61)

и константа фиксируется из асимптотики.
В нашей работе мы активно используем явные “Киевские формулы” [59]

τ(t) =
∑
n∈Z

e4πinηt(σ+n)2B(σ + n, t)

G(1 + 2(σ + n))G(1− 2(σ + n))
(1.62)
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для изомонодромной тау функции τ(t) и

τ1(t) =
∑

n∈ 1
2

+Z

e4πinηt(σ+n)2B(σ + n, t)

G(1 + 2(σ + n))G(1− 2(σ + n))
(1.63)

для Bäcklund–преобразованной τ1(t), которая отличается от (1.62) только изменением зна-
чений индекса суммирования. В (1.62) и (1.63) B(σ, t) обозначают иррегулярные c = 1

конформные блоки (нормированные как B(σ, t) = 1 + O(t)), или Некрасовские статсуммы
в “самодуальном” Ω-бэкграунде для чистой SU(2) суперсимметричной 4d калибровочной
теории, а G(x) обозначает функции Барнса.

Параметры {σ, η} в (1.62) и (1.63) - это две константы интегрирования дифферен-
циального уравнения второго порядка, или локальные координаты на пространстве дан-
ных монодромии M для линейной системы, снабженной симплектической формой $ =

4πidη ∧ dσ. Для наших целей удобно связать их с асимптотиками решения. Асимтотика
тау функции (1.62) для малых положительных 0 < <σ � 1:

τ(t) ∼
t→0

tσ
2

(
1− e−4πiη Γ(2σ)2

Γ(2− 2σ)2
t−2σ+1 +

t

2σ2
− e4πiη Γ(−2σ)2

Γ(2 + 2σ)2
t2σ+1

)
, (1.64)

что дает следующую асимптотику для решения (1.58)

w(t) ∼
t→0
−Γ(1− 2σ)2

Γ(2σ)2

e4πiηt2σ(
1− Γ(1−2σ)2

Γ(1+2σ)2
e4πiηt2σ

)2 = −κt2σ +O(t2σ), (1.65)

где κ = e4πiη Γ(1−2σ)2

Γ(2σ)2
, и мы сохраняем все порядки по t2σ, но только нулевой порядок по це-

лым степеням t. В этом пределе w(t) удовлетворяет предельному автономному уравнению
Лиувилля с сохраняющейся энергией (tw′)2

4w2 + w = σ2.

1.3.3 Зануление тау функции

Ряд (1.62) для τ(t) сходится во всем C∗t , изомонодромная тау функция не имеет полюсов
как функция (t, η). Следовательно, все полюса решения w(t) - это нули τ1(η, σ, t), соот-
ветствующий локус называется дивизором Мальгранжа. Он описывает ситуацию, когда
Bäcklund–преобразованная задача Римана-Гильберта не имеет решения.

Ограничение переменных на дивизор Мальгранжа мы обозначаем с помощью ?,
например

τ1(η?(σ, t), σ, t) = 0, (1.66)

or
τ1(η, σ, t?(η, σ)) = τ1? = 0, τ?(σ, t) = τ(η?, σ, t),

(∂tτ1)?(σ, t) = ∂tτ1|? (σ, t) = (∂tτ1(η, σ, t))|η=η?(σ,t) .
(1.67)
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Теперь рассмотрим асимптотику w(t) в окрестности полюса. Можно получить:

±t1/4 τ(η, σ, t)

τ1(η, σ, t)
=

t?
t− t?

+
1

2
− 1

12

(
t−1
? + 2H?

)
(t− t?) + o(t− t?). (1.68)

Раскладывая левую часть мы получаем некоторые соотношения между тау функциями и
их производными, скажем, в лидирующем порядке:

τ? = ±t3/4? (∂tτ1)?. (1.69)

Теперь будем искать of η?(σ, t). Чтобы сделать это, мы подставляем анзац

e2πiη? = exp

(
1

2

∂F(σ, t)

∂σ

)
= −Γ (1 + 2σ)

Γ (1− 2σ)
t−σ exp

(
1

2

∂f(σ, t)

∂σ

)
=

= −Γ (1 + 2σ)

Γ (1− 2σ)
exp

(
1

2

∂fcl(σ, t)

∂σ
+

1

2

∂f(σ, t)

∂σ

)
,

(1.70)

в (1.66), где, f(σ, t) =
∑∞

i=1 fi(σ)ti, и получаем

f(σ, t) = − 2t

4σ2 − 1
− (7 + 20σ2)t2

4(σ2 − 1)(4σ2 − 1)3
− 4(144σ4 + 232σ2 + 29)t3

3(4σ2 − 1)5(4σ4 − 13σ2 + 9)
+ . . . , (1.71)

что совпадает с разложением квазиклассического конформного блока. Другие решени, в
силу очевидного из (1.63) τ1(t;σ+k, η) = e−4πikητ1(t;σ, η), даются формулой η = η?(σ+k, t)

для k ∈ Z. Также заметим, что мы зафиксировали знак “+” в формуле (1.69).

1.3.4 Конформный блок как функционал действия

Известно [43, 50] что квазиклассический блок может быть представлен в виде регуляризо-
ванного действия уравнения Пенлеве, вычисленного на решении. Определим

f̃(σ, t?) =

∫ t?

0

dt L̃(w,w′, t), (1.72)

где

L̃(w,w′, t) = L(w,w′, t)− 2t?
(t− t?)2

− σ2

t
(1.73)

есть регуляризованный лагранжиан

L(w,w′, t) =
t

4

(
w′

w

)2

− w

t
− 1

w
, (1.74)

Регуляризованное действие (1.72) хорошо определено на решении w(t) = w(t;σ, t?),
где константа интегрирования σ фиксируется асимптотикой в нуле, в то время как другая
константа фиксируется условием на положение полюса w(t), t = t?.
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Вычислим производные действия (1.72) по t? и σ. На уравнениях движения вклад
вносят только граничные члены, поэтому

∂f̃(σ, t?)

∂t?
= L̃(t?) +

(
t

2

∂ logw(t, σ, t?)

∂t?

∂ logw(t, σ, t?)

∂t
+

2t

(t− t?)2

)∣∣∣∣t?
0

,

∂f̃(σ, t?)

∂σ
=

(
t

2

∂ logw(t, σ, t?)

∂σ

∂ logw(t, σ, t?)

∂t
− 2σ log t

)∣∣∣∣t?
0

.

(1.75)

Подставляя разложения решения вокруг t = 0 и t = t? мы получаем

∂f̃(σ, t?)

∂t?
= −H? −

σ2

t?
− σ ∂

∂t?
log

(
e4πiη?(σ,t?) Γ(1− 2σ)2

Γ(2σ)2

)
,

∂f̃(σ, t?)

∂σ
= −2σ log t? − σ

∂

∂σ
log

(
e4πiη?(σ,t?) Γ(1− 2σ)2

Γ(2σ)2

)
.

(1.76)

Используя выражение (1.70) для η?, это можно переписать как

∂(fcl + f)

∂σ
=

∂

∂σ

(
f̃ + σ log

(
e4πiη?

Γ(1− 2σ)2

Γ(1 + 2σ)2

)
+ (1/4 + σ2) log t? + 2σ − 1

)
,

−H? +
1

4t?
=

∂

∂t?

(
f̃ + σ log

(
e4πiη?

Γ(1− 2σ)2

Γ(1 + 2σ)2

)
+ (1/4 + σ2) log t? + 2σ − 1

)
.

(1.77)

где правая часть определяет квазиклассический конформный блок, если мы знаем асимп-
тотику f̃ при t? → 0.

Чтобы вычислить интеграл (1.72)

f̃(σ, t?) ∼
t?→0

∫ t?

0

dt

(
− 2t?

(t− t?)2
+ t−1 8σ2(t/t?)

2σ

(1− (t/t?)2σ)2

)
=

=
2t?
t− t?

− 4σ

(t/t?)2σ − 1

∣∣∣∣t?
0

= 1− 2σ

(1.78)

в пределе t? → 0 мы используем (1.65), выраженное через t? и σ:

w(t, σ, t?) ∼
−σ2(t/t?)

2σ

(1− (t/t?)2σ)2
. (1.79)

Это позволяет окончательно определить квазиклассический конформный блок как

f(σ, t) = f̃(σ, t) + σ log

(
t2σe4πiη?

Γ(1− 2σ)2

Γ(1 + 2σ)2

)
+ 2σ − 1, (1.80)

с условием нормировки f(σ, t)|t=0 = 0. Для производных имеем:

∂f(σ, t)

∂t
=
σ2

t
−H?(σ, t),

∂f(σ, t)

∂σ
= 4πiη?(σ, t) + 2σ log t+ 2 log

Γ(1− 2σ)

Γ(1 + 2σ)
,

(1.81)
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это означает, что функция

F = f(σ, t)− σ2 log t+ 2

∫ σ

0

dσ′ log
Γ(1 + 2σ′)

Γ(1− 2σ′)
= f(σ, t) + fcl(σ, t) + fpert(σ, t) (1.82)

задает лагранжево подмногообразие (дивизор Мальгранжа)

4πiη? =
∂F
∂σ

, −H? =
∂F
∂t

(1.83)

для 2-формы 4πidη ∧ dσ − dH ∧ dt на 4-мерном пространствеM×C∗t ×CH . Также можно
вычислить интеграл в (1.81) явно:

fpert(σ, t) = − log(G(1 + 2σ)G(1− 2σ)) + 2σ log
Γ(1 + 2σ)

Γ(1− 2σ)
− 4σ2 (1.84)

1.3.5 Конформные блоки в бесконечности

В [51] было предложено разложение тау функции Painlevé III3 при t→∞

τ∞(ρ, ν, r) = e
r2

16 r
1
4

∑
n∈Z

C(ν + in)e4πinρe(ν+in)rr
1
2

(ν+in)2B∞(ν + in, r), (1.85)

где
C(ν) = G(1 + iν)2ν

2

e
iπν2

4 (2π)−
iν
2 , t = 2−12r4, (1.86)

и

B∞(ν, r) = 1 +
ν(2ν2 + 1)

8r
+
ν2(4ν4 − 16ν2 − 11)

128r2
+
ν(8ν8 − 108ν6 + 402ν4 + 269ν2 − 24)

3 · 210 · r3
+

+
ν2(2ν10 − 56ν8 + 585ν6 − 2326ν4 − 7831

8 ν2 + 612)

3 · 212 · r4
+

+
ν(16ν14 − 760ν12 + 14920ν10 − 148220ν8 + 654377ν6 − 55975

2 ν4 − 382488ν2 + 17280)

15 · 217 · r5
+O(r−6)

(1.87)

- это c = 1 иррегулярные “блоки в бесконечности”. В отличие от области t → 0, эти “кон-
формные блоки” (1.87) еще не имеют определения в CFT, что не удивительно для решений
Painlevé с такими сингулярностями.

Пуассоново отображение из начальных условий [51] дается формулами

e4πiρ =
sin 2πη

sin 2π(σ + η)
, eπν =

sin 2πη

sin 2πσ
, (1.88)

так что преобразование Бэкланда отображает ρ 7→ ρ+ 1
4
, ν 7→ ν + i. На самом деле можно

определить две разные тау функции “в бесконечности”:

τ∞+ (ρ, ν, r) = τ∞(ρ, ν, r),

τ∞− (ρ̌, ν, r) = e
r2

16 r
1
4

∑
n∈Z

C−(ν + in)e4πinρ̌e(ν+in)r(−1)
1
2
n(n−1)r

1
2

(ν+in)2B∞(ν + in, r),
(1.89)
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где
C±(ν) = G(1± iν)2ν

2

e
iπν2

4 (2π)−
iν
2 . (1.90)

Из тождества для функций Барнса, следует соотношение

τ∞+ (ρ, ν, r) =
G(1 + iν)

G(1− iν)
τ∞− (ρ̌, ν, r) (1.91)

после подстановки

e4πiρ̌ = e4πiρ sin iπν

π
=

1

2πi

sin 2π(σ − η)

sin 2πσ
(1.92)

для ν /∈ iZ, см. ниже. Полезно переписать выражение (1.85) как

τ∞(ρ, ν, r) = r
ν2

2
+ 1

4 e
r2

16
+νr
∑
n∈Z

Cn(ν)e4πin(ρ+ρ0)einrriνn−
n2

2 B∞(ν + in, r) =

= r
ν2

2
+ 1

4 e
r2

16
+νr
∑
n∈Z

(
e4πi(ρ+ρ0)eirriν−

1
2

)n
r−n(n−1)/2Cn(ν)B∞(ν + in, r) =

= r
ν2

2
+ 1

4 e
r2

16
+νr
∑
n∈Z

X nr−n(n−1)/2Cn(ν)B∞(ν + in, r)

(1.93)

где

X = e4πi(ρ+ρ0)eirriν̃ , e4πiρ0 =

√
2π 22iν̃

Γ
(

1
2

+ iν̃
)
e
πν̃
2

, ν̃ = ν + i/2. (1.94)

Перенормированные константы - это

Cn(ν) =
C(ν + in)

C(ν)
e−4πiρ0n, (1.95)

например,

. . . , C−2(ν) =
ν2(ν − i)

64
, C−1(ν) =

ν

4
, C0(ν) = C1(ν) = 1,

C2(ν) =
ν + i

4
, C3(ν) =

(ν + i)2(ν + 2i)

64
, . . .

(1.96)

В этих терминах решение PIII3 имеет вид

w(r) = 2−6r2

(
τ∞(ρ, ν, r)

τ∞(ρ+ 1
4
, ν, r)

)2

=

=
r2

64

( ∑
n∈ZX nr−n(n−1)/2Cn(ν̃ − i/2)B∞(ν̃ − i/2 + in, r)∑

n∈Z(−1)nX nr−n(n−1)/2Cn(ν̃ − i/2)B∞(ν̃ − i/2 + in, r)

)2

.

(1.97)

Мы видим, что знаменатель зануляется в лидирующем порядке по r если X = e4πi(ρ+ρ0)eirriν̃ =

1. Разложение в (1.93) и (1.97) идет по степеням X = e4πi(ρ+ρ0)eirriν̃ и r−1, и мы собираемся,
как в (1.64) и (1.65) at t→ 0, рассмотреть ряд по r−1, сохраняя полную зависимость от X ,
например

w(r) =
r2

64

(
τ∞(ρ, ν, r)

τ∞(ρ+ 1
4
, ν, r)

)2

=

=
r2

64

(1 + X
1−X

)2

− r

128

(1 + X )(2(ν + i)X 4 − (6iν2 − 6ν − i)X 2 − 2ν)

X (1−X )3
+O(1).

(1.98)
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Вычисляя гамильтониан из (1.93), получаем

tH =
r

4

∂

∂r
log τ∞ =

r→∞

r2

32
+
rν̃

4
+
ir(X − 1)

8(X + 1)
+O(1). (1.99)

Лидирующий член в (1.98) соответствует решению “сильно связанного” автономного урав-
нения Тоды с гамильтонианом, не зависящим от ν.

1.4 Квантовое Пенлеве III3 в бесконечности и

произвольный центральный заряд
До сих пор мы рассматривали только иррегулярные конформные блоки на бесконечности
с центральными зарядами c = 1 (1.87), предложенные в [51], и построили их квазиклас-
сический аналог с c → ∞. Эти два выражения, естественно, представляют собой всего
два аватара общего иррегулярного блока в бесконечности с произвольным c = 1 + 6Q2 =

1 + 6 (ε1+ε2)2

ε1ε2
, или двумя произвольными ε1,2-параметрами Ω-фона. Ниже в этом разделе мы

предлагаем определение такого общего иррегулярного блока.
Для этого напомним, во-первых, что c = 1 иррегулярные блоки на бесконечности

(1.87) были найдены в [51] из требования, что их Фурье-преобразование (1.85) дает решение
для Пенлеве III3. Для обобщения этой идеи для произвольных центральных зарядов мы
используем вслед за [65], что общий Ω-бэкграунд соответствует в контексте соответствия
между CFT и изомонодромными деформациями квантованию 4. изначальной деавтоно-
мизированной интегрируемой системы.

Следовательно, для построения общих конформных блоков мы переключимся к
квантовому уравнению Пенлеве III3. Удобно начать с основных результатов [65], касаю-
щихся квантового q-разностного Пенлеве III3, а затем взять предел q → 1 от минимального
набора соотношений, который достаточен для определения общих иррегулярных блоков в
бесконечности.

1.4.1 q-Пенлеве III3 и предел q → 1

Квантовое уравнение q-Пенлеве III3 [65] на самом деле представляет собой систему двух
алгебраических отношений на операторно-значную функцию Ĝ(Z):

Ĝ(Zq−1)
1
2 Ĝ(Zq)

1
2 =

Ĝ(Z) + pZ

Ĝ(Z) + p
,

Ĝ(Z)Ĝ(q−1Z) = p4Ĝ(q−1Z)Ĝ(Z).

(1.100)

4Не путайте с q-деформацией. Два параметра ε1,2 выражаются через параметр сдвига q и мультиплика-
тивную константу Планка p. Пределы q → 1 и p→ 1 независимы, так что можно получить как квантовое
или классическое дифференциальное уравнение, так и квантовое или классическое q-разностное уравне-
ние. Квантовые уравнения типа Пенлеве известны уже достаточно давно, см. [66, 67, 68]
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Его решение дается отношением квантовых тау-функций.

Ĝ(Z)
1
2 = ±p 1

2Z
1
4T −1

3 T1 =

= ±ip 1
2Z

1
4

 ∑
n∈ 1

2
+Z

ŝnF5d

(
ûq4n

2 , q1q
−1
2 , q2

2|Z
)−1∑

n∈Z

ŝnF5d

(
ûq4n

2 , q1q
−1
2 , q2

2|Z
)
,

(1.101)

где квантовые тау-функции выглядят как

T1 = â
∑
n∈Z

ŝnF5d

(
ûq4n

2 , q1q
−1
2 , q2

2|Z
)
, T3 = iâ

∑
n∈ 1

2
+Z

ŝnF5d

(
ûq4n

2 , q1q
−1
2 , q2

2|Z
)
, (1.102)

с F5d являющимся q-деформированными иррегулярными конформными блоками, или пя-
тимерными статсуммами суперсимметричной чистой SU(2) калибровочной теории, вклю-
чающей также классическую и пертурбативную части, û и ŝ являются мультипликатив-
ными квантовыми каноническими переменными, а q1q

−1
2 и q2

2 - параметрами Ω-бэкграунда,
так что

ûŝ = p4ŝû, q = q2
2, p2 = q1q2, .q2

2 â = âq−1
1 q2, Zb̂ = q1q2b̂Z, (1.103)

т.е. â сдвигает параметры Ω-бэкграунда {qi}, а значит и центральный заряд, тогда как b̂
сдвигает q-изомонодромное время Z, а в классическом пределе p = 1 мы возвращаемся к
самодуальному Ω-бэкграунду. Чтобы доказать, что (1.101) на самом деле является решени-
ем (1.100), квантовые тау-функции (1.102). должны удовлетворять некоторым билинейным
соотношениям [65]:

T1T1 = T 2
1 + p2Z1/2T 2

3 , T3T3 = T 2
3 + p2Z1/2T 2

1 , T1T1 = T1T1, T3T3 = T3T3, (1.104)

где операции сдвига по времени задаются

(q1, q2, û, ŝ, Z, â, b̂) = (q1, q2, û, ŝ, q
2
2Z, âb̂, b̂),

(q1, q2, û, ŝ, Z, â, b̂) = (q1, q2, û, ŝ, q
−2
2 Z, âb̂−1, b̂).

(1.105)

Заменив (1.102) на (1.104) и собрав коэффициенты при ŝk, мы получим 5. два билинейных
уравнения для F5d:∑

2n∈Z

F5d

(
ûq4n

1 , q2
1, q
−1
1 q2|q2

1Z
)
F5d

(
ûq4n

2 , q1q
−1
2 , q2

2|q2
2Z
)

=

=
(
1− p2Z1/2

) ∑
2n∈Z

F5d

(
ûq4n

1 , q2
1, q
−1
1 q2|Z

)
F5d

(
ûq4n

2 , q1q
−1
2 , q2

2|Z
) (1.106)

и ∑
2n∈Z

F5d

(
ûq4n

1 , q2
1, q
−1
1 q2|q1Z

)
F5d

(
ûq4n

2 , q1q
−1
2 , q2

2|q2Z
)

=

=
∑
2n∈Z

F5d

(
ûq4n

1 , q2
1, q
−1
1 q2|q−1

1 Z
)
F5d

(
ûq4n

2 , q1q
−1
2 , q2

2|q−1
2 Z

)
.

(1.107)

5Существует небольшое различие между чётным и нечётным k, но в данном случае можно поиграть с
целочисленными и полумесячными степенями и упаковать все уравнения в эти два, подробности см. в [69]
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Уравнение (1.106) было найдено в [69], и фактически являлось мотивацией к квантовой
деформации, другие уравнения из [65] теперь доказаны в [70]. Уравнение (1.107) следует из
коммутативности тау-функций, и становится тривиальным для q2 = q−1

1 , но все же необ-
ходимым в общей ситуации. Соотношения (1.106), (1.107) называются C2/Z2 уравнения
раздутия, которые не нужно путать с изначальными уравнениями раздутия Накаджимы–
Ёшиоки C2 [47] 6. Чтобы увидеть разницу, можно проверить, что в коммутативном пре-
деле p → 1 C2/Z2 уравнения превращаются в билинейные отношения для конформных
блоков с c = 1, будучи эквивалентными уравнениям Пенлеве, в то время как уравнения
Накаджимы–Йошиоки превращаются в некоторые сотношения, в том числе, между c = 1

и c→∞ конформными блоками, как мы уже обсуждали ранее.
В четырёхмерном пределе (1.100).

q1 = eε1l5 , q2 = eε2l5 , u = e2σl5 , Z = l45t, Ĝ = l25ŵ, l5 → 0, ε2 < 0, ε1 > 0 (1.108)

уравнения раздутия (1.106) (1.107) принимают вид∑
2n∈Z

D2
2ε1,2ε2

(
F(σ + 2nε1, 2ε1, ε2 − ε1|t),F(σ + 2nε2, ε1 − ε2, 2ε2|t)

)
=

= −2t1/2
∑
2n∈Z

F(σ + 2nε1, 2ε1, ε2 − ε1|t)F(σ + 2nε2, ε1 − ε2, 2ε2|t),
(1.109)

и ∑
2n∈Z

D1
2ε1,2,2ε2

(
F(σ + 2nε1, 2ε1, ε2 − ε1|t),F(σ + 2nε2, ε1 − ε2, 2ε2|t)

)
= 0, (1.110)

соответственно, с Dk
2ε1,2ε2

логарифмическими несимметричными производными Хироты по
t, определенными через

f
(
e2ε1ξt

)
g
(
e2ε2ξt

)
=
∞∑
k=0

ξk

k!
Dk

2ε1,2ε2

(
f, g
)
(t). (1.111)

Уравнения (1.109), (1.110) впервые были выведены еще в [61], они эквивалентны били-
нейным отношениям Хироты для (квантовой)тау-функции и ее Бэклунд-преобразованной.
Получается, что при решении этих двух уравнений можно найти итеративно коэффици-
енты конформных блоков для ε2 6= −ε1.

Квантовое разноствое уравнение (1.100) превращается в етырёхмерном пределе в
квантовое дифференциальное уравнение:

4ε22t
d

dt

(
t
dŵ

dt
· ŵ−1

)
=

2t

ŵ
− 2ŵ,[

ŵ−1, t
dŵ

dt

]
= 2(ε1 + ε2).

(1.112)

6Тем не менее, в работах [71, 70] было обнаружено, что иногда уравнения одного типа следуют из
уравнений другого типа.
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Поскольку классическая версия этого уравнения имела разложение (1.97) в области t→∞,
то аналогичную формулу мы ожидаем и в квантовом случае, а именно, что решение для
(1.112) записывается как

ŵ(r)
1
2 = ±r

8
(T ∞3 )−1 T ∞1 , (1.113)

где
T ∞1 = â

∑
n∈Z

e4πinρ̂F∞ (ν̂ + 2inε2, ε1 − ε2, 2ε2|r) ,

T ∞3 = â
∑
n∈Z

(−1)ne4πinρ̂F∞ (ν̂ + 2inε2, ε1 − ε2, 2ε2|r) ,
(1.114)

где канонические координаты на “квантовой” M, {ρ̂, ν̂} или {η̂), σ̂}, где ŝ = e4πiη̂, соответ-
ствующие разложению t→ 0, теперь удовлетворяет следующим коммутационным отноше-
ниям:

i [σ̂, η̂] = [ν̂, ρ̂] =
ε1 + ε2

2π
. (1.115)

Замечание. Было бы интересно сравнить квантовую кластерную алгебруиз [65], при-
водящую к (1.115), с квантованием данных монодромии в [72]. На первый взгляд они ка-
жутся несвязанными, поскольку квантовый тор в [65] имеет параметр p, зависящий от
радиуса компактного пятого измерения l5, тогда как квантовый тор в [72] имел кванто-
вый параметр вида eiπε1/ε2 , зависящий от центрального заряда. Чтобы увидеть, что эти
две конструкции на самом деле описывают одно и то же явление, вычислим монодромию
вырожденного поля φ(1,2) вокруг общего поля с зарядом σ, который равен в соответствии
со стандартными аргументами из конформной теории поля, diag(m̂σ, m̂

−1
σ ), где m̂σ = eiπσ/ε2 .

Еще одна составляющая всех матриц монодромии это параметр Фурье ŝ, и можно прове-
рить, что они удовлетворяют соотношению ŝm̂σ = e−2πi ε1/ε2m̂σŝ. Это значит, что конструк-
ция [65] на самом деле содержит квантовый тор из [72], т.е. они должны быть связаны
друг с другом.

1.4.2 Соотношения раздутия типа C2/Z2 и общие

иррегулярные блоки в бесконечности

Формулы (1.114) вместе с четырёхмерным пределом (1.104) фактически позволяют запи-
сать приt → ∞ соотношения раздутия. Они довольно похожи на (1.109), (1.110), хотя
и с небольшим количеством важных отличий по сравнению со случаем t → 0. Первое
различие происходит из другого относительного знака между Бэклунд-преобразованными
тау-функциями из-за другого знака в (1.97) по сравнению с (1.61), в то время как второе
различие происходит от того, что при t→∞ преобразование Бэклунда это не полуцелый
сдвиг переменной суммирования Z 7→ 1

2
+ Z, а вставка лишнего знакового коэффициента

(−1)n. Из-за этих отличий теперь нам нужно сложить соотношения раздутия для ν и для
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ν+ iε2, которые не связаны преобразованием Бэклунда, чтобы получить единую формулу:∑
2n∈Z

D1
2ε1,2ε2

(
F∞ (ν + 2inε1, 2ε1, ε2 − ε1|r) ,F∞ (ν + 2inε2, ε1 − ε2, 2ε2|r)

)
= 0, (1.116)

наряду с∑
2n∈Z

D2
2ε1,2ε2

(
F∞ (ν + 2inε1, 2ε1, ε2 − ε1|r) ,F∞ (ν + 2inε2, ε1 − ε2, 2ε2|r)

)
=

=
r2

32

∑
2n∈Z

(−1)2nF∞ (ν + 2inε1, 2ε1, ε2 − ε1|r)F∞ (ν + 2inε2, ε1 − ε2, 2ε2|r) ,
(1.117)

где Dk
2ε1,2ε2

это те же саме логарифмические производные по t, что и (1.111), переписан-
ные как производные по r с использованием (1.86), и итерационная процедура поиска их
решения 7 гораздо сложнее.

Чтобы найти иррегулярный блок на бесконечности итеративно, подставляем в (1.116),
(1.117) следующий анзац:

F∞(ν, ε1, ε2|r) = C∞cl (ν + iε̄, ε1, ε2|r)C∞pert (ν + iε̄, ε1, ε2)B∞ (ν + iε̄, ε1, ε2|r) , (1.118)

где 8

ε̄ =
ε1 + ε2

2
,

Ccl (ν, ε1, ε2|r) = exp

(
− r2

16ε1ε2

− νr

ε1ε2

+
ε2

1 + 4ε1ε2 + ε2
2 − 4ν2

8ε1ε2

log r

)
,

Cpert (ν, ε1, ε2) = e
− ν2

ε1ε2
(iπ/4+log 2)

G (iν + (ε1 − ε2)/2, ε1,−ε2) ,

(1.119)

а G представляет собой двойную гамма-функцию, определяемую следующими разностны-
ми соотношениями:

G(x+ ω1, ω1, ω2) = Γ(x, ω2)G(x, ω1, ω2),

G(x+ ω2, ω1, ω2) = Γ(x, ω1)G(x, ω1, ω2),

Γ(x+ ω, ω) = xΓ(x, ω).

(1.120)

Решая уравнения (1.116) и (1.117), мы получаем следующее разложение B∞:

B∞(ν, ε1, ε2|r) = 1 +
∞∑
k=1

Nk(ν, ε1, ε2)

k! · (16ε1ε2r)k
, (1.121)

7А именно, в уравнениях t→∞ смешиваются члены на одном и том же уровне, но с разными сдвигами
ν. Для того, чтобы решить их, мы используем полиномиальный анзац по ν, таким образом, что степень
полинома на уровне k - это 3k, а затем решаем линейную систему на коэффициентам на каждом уровне,
но иногда свободный член на уровне k можно получить только из уравнений для уровня k + 1.

8Этот сдвиг на iε̄ напрямую связан с использованием ν̃ = ν + i
2 вместо ν во многих формулах разде-

ла 1.3.5.
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где N(ν, ε1, ε2) являются однородными полиномами от ν, ε1, ε2 общей степени 3k с двумя
дополнительными симметриями:

Nk(−ν, ε1, ε2) = (−1)kNk(ν, ε1, ε2), Nk(ν, ε2, ε1) = Nk(ν, ε1, ε2). (1.122)

Первый числитель имеет форму

N1(ε1, ε2, ν) = 3ε2
1ν + 8ε1ε2ν + 3ε2

2ν − 4ν3, (1.123)

другие формулы можно найти в Приложении 1.7. Мы находим, что в отличие от обыч-
ных иррегулярных блоков при t → 0, здесь уже первый нетривиальный член разложения
зависит от центрального заряда 9.

В обоих известных пределах формула (1.121) воспроизводит c = 1

B∞ (ν, ε1 = 1, ε2 = −1|r) = B∞(ν, r) (1.124)

выражение, написанное в (1.87), и c→∞

lim
ε2→0

(
ε2 logB∞ (ν, ε1 = 1, ε2)

)
= −f∞(ν, r) (1.125)

квазиклассический случай. Очередная проверка согласованности была сделана в [73] для
блоков, соответствующих c = −2 с использованием формализма c = −2 тау-функций из
[71]. Интересно также отметить, что классические и пертурбативные части из (1.119) почти
совпадают с выражениями для c = 1 и c → ∞ с точностью до некоторых тривиальных
переопределений.

Можно попытаться найти аналогичные интегральные формулы для других цен-
тральных зарядов. Для этого полезно объединить результаты [74], где спектральный де-
терминант был факторизован в произведение двух множителей, соответствующих нечет-
ным и четным частям спектра, с результатами [71], если бы эти два множителя были
идентифицированы с тау-функциями для c = −2. Это приводит к явным интегральным
представлениям общих иррегулярных блоков (1.121) при c = −2 для бесконечной серии
специальных точек ν ∈ i

2
+ iZ. Для n = 1 имеется следующий набор формул:

B∞ (3i/2, 2,−1, ir) =

√
r

8π
er
∫ ∞
−∞

dxe−r coshx

(
1 +

1

coshx

)
=

=

√
r

2π
er
(

(1− r)K0(r)− π

2
(rK0(r)L1(r) + rK1(r)L0(r)− 1)

)
,

B∞ (5i/2, 2,−1, ir) =

=

√
8r3

π
er
(

(1 + r)K0(r) +
π

2
(rK0(r)L1(r) + rK1(r)L0(r)− 1)

)
,

. . .

(1.126)

9. То же самое явление происходит в случаях Пенлеве III1 и Пенлеве III2, но не происходит для Пенлеве
IV и Пенлеве V, мы благодарны Х. Нагое за этот комментарий.
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где Lα(r) - модифицированная функция Струве, которая появляется после интегрирования
K0(r), см. [75]. Существуют также некоторые простые отношения, например

B∞(0, 1,−1, r) = B∞(0, r) = 1, B∞(i/2, 2,−1, r) = B∞(−i/2, 2,−1, r) = 1. (1.127)

1.4.3 Соотношения типа Накаджимы–Ёшиоки в

бесконечности

Наконец, давайте проверим, что общие иррегулярные блоки в бесконечности (1.118), как
и их аватары из раздела 1.3.5, уовлетворяют аналогам уравнений раздутия Накаджиимы–
Ёшиоки. Соответствующее неоднородное соотношение имеет вид∑

n∈Z

F∞(ν + inε1, ε1, ε2 − ε1|r)F∞(ν + inε2, ε1 − ε2, ε2|r) = const · F∞(ν, ε1, ε2|r), (1.128)

где числовая константа в правой части зависит от нормировок двойных гамма-функций.
Для (1.118) на практике это означает, что (1.121) удовлетворяет следующим соотношениям:

2B∞ (ν + i(ε1 + ε2)/2, ε1, ε2|r) =
∑
n∈Z

`n(ν, ε1, ε2)r−
1
2
n(n−1)·

·B∞ (ν + iε2/2 + inε1, ε1, ε2 − ε1|r)B∞ (ν + iε1/2 + inε2, ε1 − ε2, ε2|r) ,
(1.129)

где

`n(ν, ε1, ε2) =
G(iν + ε1 − ε2 − nε1, ε1, ε1 − ε2)G(iν − ε2 − nε2, ε1 − ε2,−ε2)

G(iν + ε1 − ε2, ε1, ε1 − ε2)G(iν − ε2, ε1 − ε2,−ε2)
2n−n

2

eiπ
n−n2

4

(1.130)
это некоторые полиномы от ν, ε1, ε2.

Для общих блоков (1.118) есть еще три соотношения типа Накаджимы–Ёшиоки, а
именно: ∑

n∈Z

(−1)nF∞(ν + inε1, ε1, ε2 − ε1|r)F∞(ν + inε2, ε1 − ε2, ε2|r) = 0, (1.131)

которые являются ε-деформациями условия зануления тау-функции, а также∑
n∈Z

ε1∂rF
∞(ν + inε1, ε1, ε2 − ε1|r) · .F∞(ν + inε2, ε1 − ε2, ε2|r)+

+
∑
n∈Z

F∞(ν + inε1, ε1, ε2 − ε1|r) · .ε2∂rF∞(ν + inε2, ε1 − ε2, ε2|r) = 0,
(1.132)

которая является ε-деформацией уравнения, связывающего логарифмическую производ-
ную c = 1 тау-функции с производной классических конформных блоков 10, и

2i(ε1 − ε2)
∑
n∈Z

(−1)n∂rF
∞(ν + inε1, ε1, ε2 − ε1|r) · .F∞(ν + inε2, ε1 − ε2, ε2|r) =

=
∑
n∈Z

F∞(ν + inε1, ε1, ε2 − ε1|r) · .F∞(ν + inε2, ε1 − ε2, ε2|r),
(1.133)

10. Не следует путать эти уравнения с приведенными выше (1.116), так как последние имеют другую
связь между ε-параметрами конформных блоков.
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которое обобщает формулу (1.69), следующую из того, что ведущий коэффициент в полюсе
решения зависит только от его положения.

Однако, этот набор уравнений типа Накаджимы–Йошиоки не определяет общий ир-
регулярный блок, даже если подставить полиномиальный анзац, сохранив все известные
симметрии. Например, (1.128) для общих значений параметров Ω-бэкграунда - это соотно-
шение на три различных конформных блоках, со всеми разными центральными зарядами,
и итерационная процедура не позволяет зафиксировать все коэффициенты.

Фактически точная форма уравнений (1.128), (1.131), (1.132), (1.133) найдена для
уже известных функций F∞, так что они превращаются в ε-деформации соотношений из
раздела 1.3.5. Тем не менее, в работе [70] было показано, что C2/Z2 соотношеня раздутия
следуют из некоторого расширенного набора соотношений Накаджимы–Ёшиоки. Однако
в пределе t→∞ в данный момент у нас нету оснований для таких отношений, таких как
квантовое уравнение Пенлеве, потому аналоги этого расширенного множества при t→∞
остаются в числе открытых задач.

1.5 Уравнения тетраэдра и кластерные алгебры
Уравнени тетраэдра введённое Замолодчиковым в [79, 80] является естественным обобще-
нием уравнения Янга-Бакстера на три измерения. Если уравнение Янга-Бакстера - это
уравнение операторы, соответствующих пересечениям линий в плоскости, то уравнение
тетраедра описывает тройные пересечения плоскостей в 3d пространстве. Аналог RLL

уравнения это
L12,aL13,bL23,cRabc = RabcL23,cL13,bL12,a, (1.134)

drawn in Fig. 1.3, left, involves two kinds of spaces, F and V , and two kinds of operators

L : V ⊗ V ⊗ F → V ⊗ V ⊗ F, R : F ⊗ F ⊗ F → F ⊗ F ⊗ F. (1.135)

Уравнение тетраэдра должно приводить к структурам, которые не менее глубоки и на-
много красивее, чем уравнение Янга-Бакстера. Его интерпретация как “высшего” анало-
га уравнения Янга-Бакстера становится понятной, если предположить обратимость Rabc

и умножить обе стороны уравнения на R−1
abc справа. Это дает версию уравнения Янга-

Бакстера с точностью до сопряжения, т.е. уже не между двумя способами перемноже-
ния L-операторов, а их эквивалентность. Рассматривая Lij,x как матрицу, действующую в
Vi⊗Vj, с коэффициентами в алгебре Ax = End(Fx), мы можем переписать Eq. (1.134) как

L12({va})L13({vb})L23({vc}) = L23({v′c})L13({v′b})L12({v′a}), (1.136)

где под {vx} мы обозначаем набор генераторов Ax, и v′x = Rabc vxR−1
abc - это набор генера-

торов, сопряжённых Rabc ∈ Aa ⊗Ab ⊗Ac. Поскольку спряжение является автоморфизмом
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алгебры, генераторы v′ удовлетворяют тем же отношениям, что и v. Условие ассоциатив-
ности сопряжений при помощи R приводит к функциональному уравнению тетраедра

RcefRbdfRadeRabc = RabcRadeRbdfRcef . (1.137)

Решение уравнения тетраедра с V = C2 и оператор Лакса, со значениями в алгебре q-
осциллятора, было найдено в [77, 76]. В классическом пределе решение является матрицей
LBS : C2 ⊗ C2 → C2 ⊗ C2 имеющим вид

LBS(x, y, λ, µ) =


1

µk −λµx
y λk

−λµ

 , (1.138)

где k2 = 1− xy и скобки Пуассона даются выражениями

{x, y} = k2, {x, λ} = {x, µ} = {y, λ} = {y, µ} = 0. (1.139)

Оператор Лакса (1.138) удовлетворяет уравнению тетраедра (1.136) с преобразованными
переменными, дающимися

x′a = k′−1
b

λb
λc

(
kcxa −

1

λaµc
kaxbyc

)
, y′a = k′−1

b

λc
λb

(kcya − λaµckaybxc) ,

x′b = xaxc +
1

λaλc
kakcxb, y′b = yayc + λaµckakcyb,

x′a = k′−1
b

µb
µa

(
kaxc −

1

λaµc
kcyaxb

)
, y′c = k′−1

b

µa
µb

(kayc − λaµckcxayb) ,

k′a = ka
kb
k′b
, k′c = kc

kb
k′b
,

k′2b = k2
ak

2
bk

2
c − 2k2

ak
2
c + k2

a + k2
c −

kakcyaxbyc
λaµc

− λaµckakcxaybxc,

(1.140)

Новые переменные (1.140) удовлетворяют тем-же соотношениям, так что преобразование
действительно каноническое.

В нашей работе [78] мы показываем, что оператор Lax (1.138) совпадает с трансфер-
матрицей

Lcl =


γ1γ

−1
3

(γ3γ4)−1 γ−1
3

γ1 + (γ2γ3γ4)−1 (γ2γ3)−1

1

 , (1.141)

непересекающихся путей в планарной сети с Рис. 1.3. Вспомогательное пространство C2 в
операторе Лакса мы интерпретируем как пространство, на котором действует трансфер-
матрица путей. Матрица Lcl совпадает с матрицей Лакса (1.138) после замены

LBS = (σ1 ⊗ σ1 ◦ P ) ◦ Lcl ◦ (σ1 ⊗ σ1 ◦ P ) (1.142)
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Рисунок 1.3 – Вверху. Четырёхугольный блок, трансфер матрица которого даёт 
решение Бажанова-Сергеева. Внизу. Последовательность преобразований, дающих 
преобразование тетраэдра.

где P это матрица перестановки P (u ⊗ v)√= v ⊗ u, и после√отождествления переменных

γ1γ2

γ3γ4

, k =
i√

γ1γ2γ3γ4

. (1.143)

Преобразование тетраедра (1.136) мы интерпретируем как последовательность четырёх 4-
движений (и нескольких 2-движений), показанных на рисунке 1.3. Удивительно, что эта
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последовательность преобразований хорошо известна в теории кластерных алгебр, однако
ранее она не идентифицировалась с решением Бажанова-Сергеева уравнения тетраедра.
Показано также, что преобразование угловых переменных, полученных в результате пре-
образований сети, согласуется с преобразованиями, данными в Eq. (1.140).

Наше наблюдение позволяет расширить построение оператора Лакса для спиновой
XXZ-цепочки (имеющей прямоугольный многоугольник Ньютона), который как извест-
но может быть получен свёрткой операторов Лакса (1.138), до интегрируемых систем с
произвольным центрально-симметричным многоугольником Ньютона, как на рисунке 1.4.
Наконец, мы показываем как такие интегрируемые системы могут быть устроены на сим-
плектическом листе в аффинной группе P̂GL и распространяем ее на несимметричные
многоугольники Ньютона. Мы также доказываем Лемму, которая показывает обратное:
она классифицирует классы спряжения в двойной аффинной группе Вейля типа A- по
ньютоновским полигонам.

~u1 = (1,−1)

~u2 = (3, 2)

~u3 = (0, 1)

Рисунок 1.4 – Слева. Пример симметричного многоугольника Ньютона. Внизу. Справа. 
Со-ответствующая схема свёрток операторов Лакса.

1.6 Твистованные W алгебры
В случае q = t тороидальная алгебра становится универсальной обертывающей алгебры
Ли с генераторами Ek,l, c′, c и соотношением

[Ek,l, Er,s] = (q(sk−lr)/2 − q(lr−sk)/2)Ek+r,l+s + δk,−r δl,−s(c
′k + cl). (1.144)

Обозначим эту алгебру Ли Diffq, так как из этой алгебры существует гомоморфизм в
алгебру q-разностных операторов, порожденную D, x с соотношением Dx = qxD; а именно
Ek,l 7→ qkl/2xlDk.

Обозначим через Diff>0
q подалгебру Diffq, порожденную c и Ea,b, за a > 0. Есть еще

один набор генераторов Ek[j] лежащий в пополнении U(Diff>0
q ), определенный по формуле
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∑
j∈ZE

k[j]z−j = (E(z))k. Токи H(z) и Ek(z) при k ∈ Z>0 удовлетворяют соотношениям q-
деформированной W -алгебры gl∞ (см. [81]). Мы обозначаем эту алгебру Wq(gl∞).

Есть идеал J>0
µ,d в U(Diff>0

q ) = Wq(gl∞) который действует нулем на любом тензор-
ном произведении Fu1 ⊗ · · · ⊗ Fud , здесь µ = 1

1−q (u1 · · ·ud)1/n. Этот идеал порождается
соотношениями c = d и

Ed(z) = µdd! exp (ϕ−(z)) exp (ϕ+(z)) , (1.145)

где

ϕ−(z) =
∑
j>0

q−j/2 − qj/2
j

E0,−jz
j, ϕ+(z) = −

∑
j>0

qj/2 − q−j/2
j

E0,jz
−j. (1.146)

Фактор алгебра Wq(gl∞)/J>0
µ,d - это q-деформированная W -алгебра gld. Мы обозначаем эту

алгебруWq(gld); она не зависит от µ (с точностью, до изоморфизма) и действует на любое
тензорное произведение Fu1 ⊗ · · · ⊗ Fud (см. [82], [81]).

Мы изучаем тензорное произведение твистованных фоковских модулей Fσu1 ⊗ · · · ⊗
Fσud . Мы доказываем, что идеал J>0

µ,nd,n′d, который, порождается соотношениями c = nd и

End(z) = zn
′dµnd(nd)! exp (ϕ−(z)) exp (ϕ+(z)) (1.147)

действует нулем при µ = (−1)1/n q−1/2n

q1/2−q−1/2 (u1 · · ·ud)1/nd. Обозначим фактор алгебру
Wq(gl∞)/J>0

µ,nd,n′d как Wq(glnd, n
′d) и будем называть ее твистованной q-деформированной

W -алгеброй из glnd.
Существует еще одно описание вышесказанного с использованием q-деформированной

W -алгебры sln, введенной на сайте [134]. Определим генераторы Tk[j] по формуле.

Tk(z) =
∑

Tk[j]z
−j =

µ−k

k!
exp

(
−k
c
ϕ−(z)

)
Ek(z) exp

(
−k
c
ϕ+(z)

)
. (1.148)

Генераторы Tk[j] являются элементами локализации пополнения U(Diff>0
q ). Эти генерато-

ры коммутируют с Hi и удовлетворяют некоторым квадратичным соотношениям. Алгебра
порожденная Tk[j] обозначается Wq(sl∞).

ВWq(sl∞) есть идеал, который действует по нулем на любое тензорное произведение
Fu1 ⊗ · · · ⊗ Fud . Этот идеал содержит отношения c = d, Td(z) = 1, и Td+k(z) = 0 для k > 0.
Фактором по этому идеалу является стандартная W -алгебра Wq(sld) [134]. Мы получаем
связь Wq(gld) =Wq(sld)⊗ U(Heis), где Heis - это алгебра Гейзенберга, генерируемая E0,j.

В случае с произведения твистованных Фоковских модулей Fσu1⊗· · ·⊗Fσud ситуация
похожа. Соответствующий идеал содержит соотношения Tnd(z) = zn

′d, Tnd+k(z) = 0 для
k > 0. Фактор можно задать в терминах образующих T1(z), . . . , Tnd(z) и некоторых соот-
ношений. Алгебру с такими генераторами и соотношениями мы называем твистованной
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W -алгеброй Wq(slnd, n
′d). 11 Квадратические соотношения в алгебре Wq(slnd, n

′d) те же,
что и в не твистованном случае, единственное отличие лежит в соотношении Tnd(z) = zn

′d.
Алгебра Wq(slnd, n

′d) имеет градуировку deg Tk[j] = j + n′k
n
. Переименуем генераторы сле-

дующим образом T twk [r] = Tk[r − n′k
n

], для r ∈ n′k
n

+ Z. Реализации алгебры Wq(slnd, n
′d) в

терминах генераторов T twk [r] и презентации алгебрыWq(slnd) в терминах генераторов Tk[r]
даны по одним и тем же формулам, разница только в области значений r. Эвристически
можно подумать, что Wq(slnd, n

′d) - это та же алгебра, что и Wq(slnd), но порожденная
токами имеющими нетривиальную монодромность около нуля. Для более подробного объ-
яснения этих результатов рассмотрим пример sl2.

Пример 1.6.1. В качестве разминки рассмотрим нетвистованный случай n′ = 0. Алгебра
Wq(sl2) - это деформированная в алгебра q-Вирасоро [85]. Она имеет один генерирующий
ток T (z) = T1(z) и соотношение имеет вид

∞∑
l=0

f [l]
(
T [r−l]T [s+l]− T [s−l]T [r+l]

)
= −2r(q

1
2−q− 1

2 )2δr+s,0, (1.149)

где f [l] - коэффициенты ряда
∑∞

l=0 f [l]xl =
√

(1− qx)(1− q−1x)/(1−x). Эта алгебра имеет
стандартную бозонизацию [85].

T (z) = −(q
1
2 − q− 1

2 )z
[
u : exp

(
η(q1/2z)− η(q−1/2z)

)
: +u−1 : exp

(
η(q−1/2z)− η(q1/2z)

)
:
]
,

(1.150)
где η(z) =

∑
k 6=0 η[k]z−k/k и η[k] - это генераторы алгебры Гейзенберга [η[k1], η[k2]] =

1
2
k1δk1+k2,0; также можно добавить η[0], связанный с параметром u. С точки зрения то-

роидальнйо алгебры Diffq эта формула соответствует тензорному произведению двух фо-
ковских модулей Fu1 ⊗Fu2 , здесь u2 = u1/u2.

Пример 1.6.2. Теперь рассмотрим твистованный случай n′ = 1. Алгебра Wq(sl2, 1) ге-
нерируется одним током T tw(z) = T tw1 (z) =

∑
r∈Z+1/2 T

tw
1 [r]z−r. Генераторы T tw[r] = T tw1 [r]

удовлетворяют соотношению (1.149). АлгебраWq(sl2, 1) называется твистованная q-дефор-
мированная алгебра Вирасоро.

Как объяснялось выше, представления Wq(sl2, 1) происходят из твистованных фо-
ковских модулей F (1,2)

u . Бозонизация твистованного фоковскогом модуля приводит к бозо-
низации Wq(sl2, 1). Используя наши предыдущие результаты мы получаем

T tw(z) = (q
1
2 − q− 1

2 )
[
z1/2 : exp

(
η(q1/2z) + η(q−1/2z)

)
.. : +z3/2 : exp

(
−η(q1/2z)− η(q−1/2z)

)]
.

(1.151)
11Можно найти определение Wq,p(sl2, 1) в [84, (37)–(38)].
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С другой стороны мы можем получить странную бозонизацию

T tw(z) = (−1)
1
2
q

1
2 − q− 1

2

2(q
1
4 − q− 1

4

z
1
2

: exp

∑
2-r

q−
r
4 − q r4
r

Jrz
− r

2

− : exp

∑
2-r

q
r
4 − q− r4
r

Jrz
− r

2

:

 .
(1.152)

Здесь η(z) =
∑

k 6=0 η[k]z−k/k + Q + η[0] log z, а Jr - моды нечетной алгебры Гейзенберга,
[Jr, Js] = rδr+s,0. Эти формулы для бозонизации, вероятно, являются новыми.

Пример 1.6.3. Также можно использовать вложение DiffΛq1/n ⊂ Diffq1/n для построения
бозонизации W -алгебр. А именно, можно взять представление Diffq1/n с известной бозони-
зацией, а затем выразитьW -алгебру, связанную с Diffq = DiffΛq1/n в терминах этих бозонов.

Например, рассмотрим Λ, порожденную v1 = e1, v2 = 2e2 и фоковские представления
Fu1/2 алгебры Diffq1/2 . Можно показать, что алгебра Wq(gl∞), связанная с Diffq

∼= DiffΛq1/2

действует на Fu1/2 посредством своего фактора Wq(gl2). Таким образом, мы получаем
нечетную (или странную) бозонизацию нетвистованной q-деформированной алгебры Ви-
расоро Wq(sl2).

T (z) =
q

1
4 + q−

1
4

2

: exp

∑
2-r

q−
r
4 − q r4
r

Jrz
− r

2

 : + :exp

∑
2-r

q
r
4 − q− r4
r

Jrz
− r

2

 :

 . (1.153)

Здесь Jr - нечетные моды начального бозона для Fu. Чётные моды бозона пропадают в
формуле, так как он принадлежит Heis ⊂ DiffΛq1/2 .

Можно показать, что формула (1.153) дает бозонизацию некоторого специального
представления Wq(sl2), а точнее, прямой суммы фоковских модулей (определенных по
(1.150)) с параметрами u = ql−1/4 для l ∈ Z.

В конформном пределе q → 1 формула (1.153) переходит в нечетную бозонизацию
алгебры Вирасоро Lk = 1

4
.
∑

1
2

(r+s)=k :JrJs : + 1
16
δk,0, см. например [86].

1.7 Коэффициенты общего конформного блока в

бесконечности
Здесь мы представляем первые семь членов разложения общего иррегулярного блока (1.121)
на бесконечности:

B∞(ν, ε1, ε2) = 1 +
N1(ν, ε1, ε2)

1! · 16ε1ε2r
+

N2(ν, ε1, ε2)

2! · (16ε1ε2r)2
+

N3(ν, ε1, ε2)

3! · (16ε1ε2r)3
+

+
N4(ν, ε1, ε2)

4! · (16ε1ε2r)4
+

N5(ν, ε1, ε2)

5! · (16ε1ε2r)5
+

N6(ν, ε1, ε2)

6! · (16ε1ε2r)6
+

N7(ν, ε1, ε2)

7! · (16ε1ε2r)7
+ . . .

(1.154)

Они равны следующим выражениям:

N1(ν, ε1, ε2) = 3ε2
1ν + 8ε1ε2ν + 3ε2

2ν − 4ν3
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N2(ν, ε1, ε2) = 9ε5
1ε2 + 48ε4

1ε
2
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1ε
3
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2 + 9ε1ε

5
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9ε4
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2
2ν
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3
2ν

2 + 9ε4
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1ν

4 + 16ε1ε2ν
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2ν
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2
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3
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5
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5
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1ε2ν
11 − 600320ε2
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2
2ν

11 + 171520ε1ε
3
2ν
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2ν

13 − 1024ν15
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N6(ν, ε1, ε2) = 10935ε15
1 ε

3
2 − 6123600ε14

1 ε
4
2 + 1870567830ε13

1 ε
5
2+

15399920880ε12
1 ε

6
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1 ε
7
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8
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2 − 743963673456ε9
1ε

7
2ν
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5
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7
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8 − 7019554512ε6
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5
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2ν
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3
2ν
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2ν
16 + 4096ν18
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N7(ν, ε1, ε2) = 229635ε17
1 ε

3
2ν − 155539440ε16
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2ν + 55884131793ε15
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1.8 Киральные дифференциальные операторы как

квантование голоморфной σ-модели
Искривленная γ-система представляет собой нелинейную σ-модель с римановой поверх-
ностью в качестве источника и комплексным многообразием X в качестве цели. Ее клас-
сические решения выбирают из голоморфных отображений из римановой поверхности в
X. Физические аргументы отождествляют ее алгебру операторов с вертексной алгеброй,
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известной как киральные дифференциальные операторы (CDO) от X. Василий Горбунов,
совместно с О.Гвилииамом и Б. Уильямсом в [22] проверили эти утверждения математиче-
ски, построив и строгое квантование этой системы с использованием техники, разработан-
ной Кевином Костелло и Оуэном Гвиллиамом, сочетающий перенормировку, формализм
Баталина-Вилковиского, и факторизационные алгебры. Кроме того, установлено, что фак-
торизационная алгебра квантовые наблюдаемые искривленной βγ-системы кодируют пу-
чок киральных дифференциальных операторов. В этом смысле наш подход обеспечивает
деформационное квантование вертексной алгебры. Как и во многих подходах к деформаци-
онному квантованию, ключевую роль играет формальная геометрия Гельфанда-Каждана.
Начнем с построения квантования βγ-системы с n-мерным формальным диском в каче-
стве цели. Есть препятствие к квантованию эквивариантно относительно действия фор-
мальных векторных полей Wn на целевом диске, и естественно отождествляется с первым
классом Понтрягина в Когомологии Гельфанда-Фукса. Таким образом, любая тривиали-
зация коцикла препятствий дает эквивариантное квантование относительно расширения
Wn с помощью замкнутых 2-форм на диске. Используя упомянутый выше механизм, мы
естественным образом получаем факторизационную алгебру квантовых наблюдаемых, с
которой связана вертексная алгебра, легко отождествляемая с формальной вертексной ал-
геброй βγ. Далее мы представляем версию Формальной геометрии Гельфанда-Каждана,
подходящей для факторизационных алгебр, и мы проверяем что для комплексного много-
образия X с тривиализированным первым классом Понтрягина ассоциированная факто-
ризационная алгебра восстанавливает вертексную алгебру CDO многообразия X.

1.9 Соотношения открытой топологической рекур-

сии в роде 1 и интегрируемые системы
Результаты Александра Буряка [12] посвящены соотношениям открытой топологической
рекурсии в роде 1, являющимся уравнениями в частных производных, которые гипотети-
чески контролируют открытые инварианты Громова–Виттена в роде 1. Приводится явная
формула для произвольного решения, которая аналогична формуле Дайкграафа–Виттена
для замкнутого потенциала Громова–Виттена в роде 1. Также доказано, что в приближе-
нии до рода 1 экспонента открытого потенциала удовлетворяет системе явно построенных
линейных эволюционных уравнений в частных производных с одной пространственной
переменной.
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1.10 Модель IRF типа Форрестера-Бакстера
В ходе изучения струнных решений алгебраического анзаца Бете для решеточной модели
IRF типа Форрестера-Бакстера (2, 2s+ 1), найдены решения, соответствующие основному
состоянию и первым возбужденным состояниям, вычислена их точная матрица рассеяния.
Получены формулы для корреляционных функций локальных операторов на близких
расстояниях в низко-температурном пределе, установлена взаимосвязь с известными вы-
ражениями для корреляционных функций.
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2. 4-мерные многообразия

2.1 Введение
Результаты этого раздела содержатся в основной публикации Б.Л.Фейгина в соавторстве с
С.Гуковым [13]. Цель этой статьи - проложить новые пути между топологией и алгеброй,
в частности, топологией 4-многообразий и вертексной операторной алгеброй. В то время
как различные связи между этими двумя предметами возникли в течение последних 2-3
десятилетий, вопросы топологии, представляющие первостепенный интерес, связанные с
операциями хирургии (вырезания и склейки), остаются, на удивление, нетронутыми.

Точно так же, с точки зрения алгебры, многие традиционные связи с топологи-
ей полагаются на алгебраические структуры, используемые в качестве входных данных,
например, алгебры Фробениуса при построении 2d TQFT или модульные тензорные кате-
гории при построении 3D TQFT. Однако более поздние исследования предполагают, что
такие алгебраические структуры сами могут быть топологическими инвариантами много-
образий, так что можно говорить о VOA[M4] или MTC[M3].

Направление внимания прямо на эти недооцененные аспекты потенциально может
быть очень полезным для развития обоих предметов. В частности, мы описываем большой
класс вертекс-операторных алгебр (VOA), заданных выбором гладкого 4-многообразияM4

и системы корней g типа ADE. 1 Мы сосредотачиваемся на алгебраических операциях,
которые соответствуют операциям вырезания и склейки в топологии, и используем экви-
валентности VOA, которые соответствуют различным способам построения одного и того
же 4-многообразия в качестве тестов предлагаемого словаря.

Математически проблема, которую мы хотим решить, мотивируется изучением ал-
гебраической структуры, которую можно найти о когомологиях (или K-теории) пространств
модулей G -инстантонов наM4, где G - компактная группа Ли с g = Lie(G). Его цель - обоб-
щить конструкцию Накаджимы для пространств ALE [87] на произвольные 4-многообразия.
В частности, когдаM4 - комплексная поверхность, алгебру VOA[M4] можно рассматривать
как порожденную модификациями Гекке калибровочного расслоения (пучка) вдоль кри-
вых Ci ⊂M4:

0 −→ E ′ −→ E −→ O(−1)|Ci −→ 0 (2.1)

Чтобы подчеркнуть зависимость VOA[M4] от выбора системы корней, иногда мы пишем
это как VOA[M4, G] или VOA[M4, g], и используем более короткие обозначения, когда эти

1Чаще всего наши VOA фактически будут конформными вертексными алгебрами и / или вертексными
супералгебрами. Однако, для простоты изложения, мы не будем особо выделять такие дополнительные
структуры, если они не станут центром нашего внимания.
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дополнительные данные фиксированы и не зависят от контекста. В этой статье мы в ос-
новном сосредотачиваемся на случае ранга 1, оставляя подробное обсуждение G более
высокого ранга для нашей следующей статьи. Для G = U(1) и произвольного M4 полное
описание VOA[M4, G] можно легко извлечь из [88, 89].

Здесь есть как минимум три ингредиента, которые требуют немедленного внима-
ния: пространство модулейMn, его когомологии и дополнительные данные ρ. Что касает-
ся первого ингредиента, то наиболее естественный кандидат вMn, а именно пространство
модулей инстантонов на M4 с c2(E) = n, - некомпактное особое пространство, которое
довольно чувствительно к метрике g(M4), что затрудняет поиск подходящей теории ко-
гомологий, которая была бы действительно инвариантной. Несколько лучший кандидат,
мотивированный физикой, - это пространство модулей решений уравнений Вафа-Виттена
[90] на M4. (Отчасти причина того, что это пространство модулей с лучшим поведением,
связана с тем, что теория Вафа-Виттена является примером сбалансированной топологи-
ческой теории [91].)

Точно так же нужна подходящая теория когомологий, первым приближением кото-
рой являлась бы K-теория. Однако лучшим кандидатом являются когомологии Флоера,
основанная на топологическом твисте 5-мерной теории супер-Янга-Миллса [92, 93] кото-
рый категорифицирует (числовые) инварианты Вафа-Виттена M4. Комплекс Флоера в
этой пятимерной теории построен путем изучения решений следующих уравнений в част-
ных производных (УрЧП) на R×M4:

F+ − 1

4
B ×B − 1

2
DtB = 0

Ftµ +DνBνµ = 0
где

A ∈ ()

B ∈ Ω2
+(ad)

(2.2)

где R параметризовано “ временной ” координатой t, F - кривизна калибровочной связности
A, а B - самодуальная 2-форма наM4. Когда A и B не зависят от t, эти уравнения сводятся
к уравнениям Вафа-Виттена на M4; тогда t -компонента A становится ad -значным скаля-
ром на M4, обозначаемым C в тексте [90]. Следуя конструкции Флоера [94], цель состоит в
том, чтобы использовать такие "стационарные"решения в качестве генераторов комплек-
са и определить гомологии относительно дифференциала, который "считает"t -зависимые
решения, “инстантоны ”. Поскольку пространства модулей, участвующие в этой задаче,
некомпактны и всегда особы, выполнение этого на практике требует существенной рабо-
ты, которая в настоящее время ведется, см. например [95, 96, 97, 98].

Наконец, ρ : π1(∂M4)→ GC обозначает выбор граничного условия, когда M4 неком-
пактно. Действительно, граничные условия в теории Вафа-Виттена естественным образом
помечаются комплексными плоскими связностями на M3 = ∂M4. Однако, как мы увидим
ниже, лучше рассматривать ρ как элемент в K0

(
MTC[M3]

)
, кольцо Гротендика (модуль-
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ной) тензорной категории MTC[M3], введенное в [99].

2.2 Трансгрессия и QFT-значные топологические ин-

варианты
Физически VOA[M4] является киральной алгеброй 2-мерной N = (0, 2) суперконформ-
ной теории T [M4], введенной в [88] и полученной компактификацией шестимерной (0, 2)

пятибрановой теории на 4-многообразии M4.
Основная идея компактификации и сопоставления теорий поля многообразиям ана-

логична операции интегрирования по слоям или прямого образа в математике. Чтобы
проиллюстрировать эту параллель, рассмотрим вполне расширенную d-мерную TQFT,
которое, согласно (расширению) стандартных аксиом Атьи-Сигала, сопоставляет число
замкнутому d-многообразию, векторное пространство – замкнутому (d− 1)-многообразию
и так далее, вплоть до (d − 1) - категории, сопоставляемой точке. В этом контексте до-
вольно ясно, что любое замкнутое n -мерное многообразие Mn, с n ≤ d, определяет TQFT
в размерности d− n (т. е. функтор из Bordd−n) с помощью "прямого образа"

TQFTd−n
(
. . .
)

:= TQFTd

(
. . .×Mn

)
(2.3)

что аналогично вычислению классов когомологий (тривиального) расслоения Mn × (. . .)

вдоль слоя Mn. Другими словами, если мы хотим знать, что функтор TQFTd−n сопостав-
ляет пространству из Bordd−n, мы можем просто взять произведение этого пространства
на Mn и применить TQFTd.

Нетривиальные топологические теории в старших размерностях встречаются до-
вольно редко. Однако можно создать множество многомерных суперсимметричных теорий
[100, 101] по крайней мере, “ частично топологический ” на пространствах до определен-
ной размерности n. В таких случаях по-прежнему применяется версия TQFT редукции,
которая определяет топологический инвариант Mn, хотя и принимает значения в QFT,
а не в TQFT. Все QFT, относящиеся к нам здесь, являются конформными, как в шести
измерениях, так и в двух измерениях после интегрирования по слоям M4:

2|2-CFT
(
. . .
)

:= 6|16-CFT
(
. . .×M4

)
(2.4)

Хотя шестимерную теорию здесь нельзя сделать полностью топологической, она допускает
голоморфное скручивание по 2-мерной поверхности Σ (помимо топологического скручи-
вания по 4-многообразию M4) что приводит к киральной алгебре VOA[M4]. В М-теории
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соответствующая геометрия выглядит как

11d space-time: T ∗Σ × Λ2,+(M4)

∪ ∪
N fivebranes: Σ × M4︷ ︸︸ ︷

holomorphic twist
︷ ︸︸ ︷
topological twist

(2.5)

Голоморфные твисты двумерных теорий (0, 2), примерами которых являются T [M4],
имеют довольно долгую историю [102, 103, 104], а обобщения на голоморфные твисты
многомерных QFT восходят к работам Йохансена [105, 106, 107] середины 90-х годов.

Этот способ связать двумерную суперконформную теорию с 4-многообразием ана-
логично так называемому 3d-3d соответствию который связывает 3|4-CFT, называемую
T [M3], с 3-многообразиемM3 (и выбором системы корней). Фактически, 3D-3D-соответствие
и теория T [M3] также будут играть роль в нашей истории, когда мы рассмотрим склей-
ку 4-многообразий вдоль M3. И T [M4], и T [M3] могут (и должны!) рассматриваться как
топологические инварианты, принимающие значения в квантовых теориях поля, из ко-
торых более традиционные топологические инварианты можно извлечь, беря различные
статистические суммы этих теорий, изучая их гильбертовы пространства, и т. д.

Подобно тому, как VOA[M4] улавливает "математическое содержание"2-мернойN =

(0, 2) суперконформной теории T [M4], модульная тензорная категория MTC[M3], упомяну-
тая ранее, отражает математическое содержание T [M3], относящееся к операциям склейки.
Различные конструкции T [M4] и T [M3], на которых мы здесь концентрируемся, во мно-
гом соответствуют общей идей соответствия BPS / CFT, сформулированной примерно в
2002-2004 гг. [108] (см. также введение в [109]), которые мы надеемся обогатить, соединив
последние с двойственностями 2-мерной теории N = (0, 2) и 3-мерной N = 2. В частно-
сти, одна из наших основных целей - описать поведение VOA[M4] при операции вырезания
и склейки на M4 и изучить эквивалентности VOA, связанных с разными конструкциями
одного и того же 4-многообразия.

Другая цель данной статьи - объединить различные исследования, в которых подоб-
ные вертексные алгебры появляются в тесно связанных физических системах, но еще не
были явно связаны. Таким образом, некоторые из вертексных алгебр, о которых мы соби-
раемся упомянуть, известны в контексте соответствия BPS/CFT и AGT [110, 111, 112, 113,
114] и одна новинка настоящего подхода состоит в том, чтобы интерпретировать даже эти
знакомые примеры как киральные алгебры 2-х суперконформных теорий T [M4]. Излишне
говорить, что важно проверить эту предложенную интерпретацию, изучив теории T [M4] и
убедившись, что их киральные алгебры действительно согласуются с обсуждаемыми здесь
VOA.
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То, как мы представили здесь математические и физические мотивы, делает неоче-
видным, что они на самом деле описывают одну и ту же проблему. Связь становится более
очевидной, если в физической установке мы возьмем Σ = T 2 и рассмотрим два разные
порядка компактификации:

6d (2, 0) theory
on T 2 ×M4

↙ ↘
4d Vafa-Witten theory 2d (0, 2) theory T [M4]

on M4 on T 2

оба описывают одну и ту же статистическую сумму 6d суперконформной теории на T 2×M4

и, следовательно, должны дать один и тот же результат. В самом деле, с одной стороны,
статистическая сумма теории Вафа-Виттена на M4 является “декатегоризацией”, т.е. гра-
дуированной эйлеровой характеристикой ∪nn. И, с другой стороны, эллиптический род
2-мерной N = (0, 2) суперконформной теории T [M4] является характером киральной ал-
гебры, который отныне будет нашим основным рабочим определением VOA[M4]:

χρ(q) := Vρq
L0− c

24 = ZVW (M4, ρ; q) (2.6)

Напомним, что в общей 2d (0, 2) суперконформной теории есть левая и правая киральные
алгебры, в которые входят N = 0 Вирасоро и N = 2 супер-подалгебры Вирасоро, соот-
ветственно, с центральными зарядами cL и cR. Алгебра N = 2 в правом секторе также
включает суперзаряд Q̄+, такой, что только состояния в Q̄+ когомологиях вносят вклад в
эллиптический род [116]. В результате можно определить эллиптический род 2d (0, 2) су-
перконформной теории, взяв след по всем состояниям или, что то же самое, по состояниям
в когомологиях Q̄+. Обозначая последнее через V или Vρ в контексте 2d N = (0, 2) теории
T [M4], мы приходим к нужному отождествлению. Обратите внимание, поскольку левая
и правая киральные алгебры коммутируют, Vρ несет действие левой киральной алгебры,
которое мы называем VOA[M4].

2.3 Полезные инструменты
Физическая формулировка (2.5) предоставляет как минимум три различных куска ценной
информации о нашей VOA[M4], которые относительно доступны для общих 4-многообразий
(отсортированных здесь от более простых к более сложным):

– центральный заряд cL VOA[M4] или, что то же самое, центральный заряд левого
сектора 2d = (0, 2) суперконформной теории T [M4];
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M4 cL cR

S4 26 = 2 + 24 27 = 3 + 24

2 57 60

¯2 21 21

S2 × S2 52 54

m2#n̄2 26 + 31m− 5n 27 + 33m− 6n

1 × Σg,n 2g + 4n+ 4 6n+ 6

K3 24 12

Таблица 2.1: Central charges of the 2d = (0, 2) superconformal theory T [M4, G] with G = SU(2)

and various M4. Of particular interest to us is the value cL, which is the central charge of the
vertex operator algebra VOA[M4].

– информация о продукте слияния и модульном действии SL(2, ) на представлении
(под) кольце VOA[M4], когда M4 имеет границу;

– характеры модулей над (2.6).

Кратко прокомментируем каждый из трех пунктов.
Центральный заряд VOA[M4] унаследован от полной суперконформной теории T [M4]

который содержит как левый, так и правый сектор. Например, для G = SU(2) и общего
M4 (неприводимой голономии) мы имеем

cL = 13χ+ 18σ (2.7)

где χ и σ - соответственно эйлерова характеристика и сигнатура M4. Простые примеры
4-многообразий и соответствующие значения cL перечислены в таблице.

Второй полезный инструмент, MTC[M3], играет роль только при изучении 4-
многообразий с краем и в вопросах, связанных со склейками по этим границам, как уже 
вкратце упомина-лось ранее. В частности, существует такое отображение [?, eq. (2.49)] из 
объектов MTC[M3] в модули над VOA[M4], что из с точки зрения 5d калибровочной 
теории на R × M4, за-дает граничные условия объектам MTC[M3]. А сама MTC[M3] 

является (подкатегорией) представлений нашей киральной алгебры VOA[M4]. В 
частности, ее кольцо Гротендика является (подкольцом) кольца представления 
VOA[M4]:

K0
(
MTC[M3]

)
⊆ Representation ring of VOA[M4] (2.8)

60



Следуя [99], его можно вычислить для довольно общих трехмерных многообразий. Кон-
кретно, когда все плоские соединения G

M3 изолированы, как eg для сферы Пуанкаре P = −Σ(2, 3, 5) или более общих
трубопроводов, обсуждаемых ниже, мы ожидаем, что простые объекты MTC[M3] будут во
взаимно однозначном соответствии с представлениями

ρ : π1(M3) → G

(2.9)

с точностью до сопряжения. Например, когда G = U(N) и M3 = L(p, 1) - пространство
линз, мы имеем

K0
(
MTC[L(p, 1)]

)
= Verlinde algebra of ˆsu(p)N (2.10)

Чтобы дать другой пример, из другого семейства, рассмотрим 3-многообразие, определен-
ное по следующему трубчатому графу

−2•

−2• •
−2

−2•
: MTC[M3] = 3-fermion model (2.11)

для которой MTC[M3, U(1)] - модульная тензорная категория, определяющая фузию и
брейдинг в так называемой “ 3-фермионной модели ”, близкая родственница модели тори-
ческого кода Китаева.

Физически MTC[M3, G] можно представить несколькими разными, но эквивалент-
ными способами. С одной стороны, ее можно определить как категорию линейных опе-
раторов в 3d N = 2 теории T [M3, G]. С другой стороны, она удобным образом кодирует
информацию обо всех топологически скрученных статистических суммах («индексах») 3d
N = 2 теории T [M3, G] на S1 × Σ. В частности, первое описание MTC[M3] особенно по-
лезно для понимания его свойств фузии и брейдинга [118], тогда как второе включает
матрицы S и T MTC[M3, G] критически важным образом, который связан с модульными
преобразованиями символов VOA (2.6) для M4, ограниченного M3.

Наконец, символ (2.6) равен статистической сумме Вафа-Виттена на M4 [90]. Хотя
этот ингредиент предоставляет большую часть информации о VOA[M4], его также очень
трудно вычислить. (См., Однако, [119, 120] о последних достижениях в этой области.) Ко-
гдаM4 имеет границу, (2.6) помечается выбором сложной плоской связи ρ или, когда плос-
кие связи изолированы, генератором кольца K0

(
MTC [M3]

)
. В таких случаях модульные
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свойства (2.6) могут отличаться от традиционной модульности по принципу [90, 121, 122].
Модульные свойства (2.6) для общих 4-многообразий, ограниченных M3, безусловно, за-
служивают дальнейшего изучения. Даже когда M4 не имеет границы, обратите внимание,
что Vρ не обязан быть вакуумным модулем.

2.4 Киральные корреляторы и 4-мерные многообра-

зия
Еще одна мотивация для настоящей работы - новый взгляд на инварианты . Надеемся, это
будет стимулировать развитие новых инвариантов 4-мерных многообразий в будущем.

Полезный пример, который следует иметь в виду, особенно когда все становится
слишком технически сложным, - это случай G = U(1). Он не только может дать интуи-
тивное представление о VOA[M4, G] с неабелевой группой G, но это также может помочь
понять, почему вертексные алгебры вообще актуальны. Предположим, например, что вас
интересует изучение традиционных калибровочно-теоретических инвариантов M4, такие
как инварианты Зайберга-Виттена. На первый взгляд, эта проблема не имеет ничего об-
щего с инвариантами Вафа-Виттена, не говоря уже о вертексных алгебрах. Небольшая
вариация теории Зайберга-Виттена, в которой имеется несколько спинорных полей Ψi,
i = 1, . . . , Nf :

F+
A =

Nf∑
i=1

(ΨiΨ̄i)
+, (2.12)

/Ψi = 0, i = 1, . . . , Nf ,

оказывается довольно сложной задачей даже дляG = U(1), потому что пространства моду-
лей решений эти PDE некомпактны (и поэтому интегралы по этим пространствам модулей
не определены) [123, 124, 125]. К счастью, в этом случае некомпактность легко “вылечить”,
работая эквивариантно. относительно симметрии SU(Nf ), которая действует на Ψi очевид-
ным образом. Легко видеть, что множества неподвижных точек этого действия компакт-
ны [89]. Следовательно, можно определить соответствующие эквивариантные интегралы,
и конечный результат будет функцией эквивариантные параметры zi, i = 1, . . . , Nf .

В нашей формулировке эта проблема выглядит как типичная проблема калибровоч-
ной теории и не имеет очевидной связи с вертексными алгебрами, пока мы не вычислим
интегралы и не поймем, что как функции от zi они равны киральным корреляторам в
VOA[M4, G] с G = U(1). Схематично (подробнее см. [89]),

SU(Nf )-equivariant
∫
Nf

(. . .) = 〈(z1) . . . (zNf )〉VOA[M4] (2.13)

62



Удивительный появление VOA на этом не заканчивается. ДляG = U(1) соответству-
ющая вершинная алгебра, а также полная физическая 2d N = (0, 2) теория T [M4] легко
определяется для любого 4-многообразия M4 с помощью стандартных правил редукции
Калуцы-Клейна. (Результирующий VOA по существу представляет собой решеточную ал-
гебру для H2(M4,Z) по модулю некоторой важной детали. Если мы теперь вычислим его
эллиптический род, мы получим совершенно другой калибровочно-теоретический инвари-
ант, а именно статистическую сумму Вафа-Виттена для M4 с G = U(1), cf. (2.6). Таким
образом, VOA[M4] служит естественным пристанищем для, казалось бы, различных и не
связанных между собой проблем калибровочной теории.

Наоборот, когда G неабелева, вычисление инвариантов типа Дональдсона-Виттена
на основе (2.12) или статистические суммы Вафа-Виттена для данного 4-многообразияM4

может помочь идентифицировать соответствующую алгебру VOA[M4] интерпретируя эти
инварианты как киральные корреляторы или характеры соответственно.
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3. Анзац Бете в магнитных цепочках и

комбинаторика

3.1 Модель Годена и кристаллы Кашивары
Зафиксируем полупростую алгебру Ли g. Алгебры Годена - это коммутативные алгебры,
действующие на пространствах кратностей тензорного произведения для g -представлений.
Эти алгебры зависят от параметра, который является точкой в пространстве модулей
Делиня-Мамфорда стабильных кривых рода 0 с отмеченными точками. Для веществен-
ных значений параметра алгебра Годена действует с простым спектром в пространстве
кратностей тензорного произведения и дает нам базис из собственных векторов. В рабо-
те [23] мы изучили монодромию этих собственных векторов при изменении параметра в
пределах вещественной части пространства Делиня-Мамфорда; это дает действие фунда-
ментальной группы этого пространства модулей, которая называется группой кактусов.

Доказана гипотеза Этингофа, согласно которой монодромия собственных векто-
ров алгебр Годена согласуется с действием группы кактусов на тензорные произведения
g-кристаллов. Фактически, мы доказываем, что кограничная категория нормальных g-
кристаллов может быть восстановлена с помощью накрытий пространств модулей.

Наш основной инструмент - это построение кристаллической структуры на мно-
жестве собственных векторов для сдвига алгебр аргументов, еще одного семейства ком-
мутативных алгебр, которые действуют на любое неприводимое g-представление. Также
доказано, что монодромия таких собственных векторов задается внутренним действием
группы кактусов на g-кристаллах.

3.2 Квантовая модель Годена и классическая

система Калоджеро-Мозера
Антоном Забродиным и соавторами установлено замечательное соответствие между кван-
товой моделью Годена с границей и классической интегрируемой многочастичной системой
типа Калоджеро-Мозера, ассоциированной с системой корней классических алгебр Ли (се-
рий B, C и D). Было показано, что при отождествлении спектра квантовых гамильтонианов
Годена HG

j со скоростями частиц q̇j в классической модели типа Калоджеро-Мозера все
интегралы движения в последней принимают нулевые значения. Это является обобщением
ранее установленной квантово-классической дуальности между моделями Годена с перио-
дическими граничными условиями и системами Калоджеро-Мозера, ассоциированными с
системами корней типа A.

64



3.3 Новая многочастичная система с эллиптическим

взаимодействием
Были выведены уравнения движения для полюсов эллиптических решений B-версии 
урав-нения Кадомцева-Петвиашвили (B-КП). Основное техническое средство – 
вспомогатель-ная линейная задача для волновой функции. Были также найдены 
интегралы движения полученной динамической системы и исследована соответствующая 
спектральная кривая.

Найденная динамическая система, управляющая динамикой полюсов 
эллиптиче-ских решений уравнения B-КП, – это новая, ранее неизвестная многочастичная 
(N -частичная) система с эллиптическим взаимодействием. В отличие от системы 
Калоджеро-Мозера, уравнения движения содержат первые производные по времени, и, 
кроме того, не толь-ко парное, но и трех-частичное взаимодействие.

Метод вывода уравнений движения полюсов сингулярных решений, который 
был нами использован, был предложен Кричевером. Он заключается в подстановке 
полюсно-го решения не в нелинейное уравнение, а в подстановке полюсного анзаца для 
волновой функции во вспомогательную линейную задачу. Этот метод позволяет не 
только вывести уравнения движения полюсов, но и получить коммутационное 
представление для них. В случае уравнения B-КП вместо представления Лакса возникает 
представление в виде тройки Манакова в N × N матрицах, зависящих от динамических 

переменных (координат и скоростей) и спектрального параметра.

Наш основной результат заключается в следующем. Пусть решение уравнения B-
КП имеет вид u(x, t) = −

N∑
i=1

℘(x− xi(t)),

где ℘ – эллиптическая ℘-функция Вейерштрасса. Тогда полюса xi удовлетворяют следую-
щей системе уравнений движения:

ẍi + 6
∑
j 6=i

(ẋi + ẋj)℘
′(xi − xj)− 72

∑
j 6=k 6=i

℘(xi − xj)℘′(xi − xk) = 0,

где точка означает производную по времени. Это новая, ранее неизвестная, динамическая
система. Найдены интегралы движения для нее.

3.4 1+1 теория поля Калоджеро-Мозера-Сазерленда

и уравнения Ландау-Лифшица
В работе [2] Адреем Зотовым (совместно с К.Аталиковым) получена явная замена пере-
менных между 1+1 теорией поля Калоджеро-Мозера-Сазерленда и уравнениями Ландау-
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Лифшица. Конструкция использует описание систем через расслоения Хиггса бесконеч-
ного ранга. Основным элементом построения является калибровочное преобразование –
модификация расслоений Хиггса, связывающая U-V пары двух моделей, а следовательно,
и соответствующие уравнения Захарова-Шабата.

3.4.1 Рациональный случай

Волчок Эйлера в рациональном случае. Используем матрицу Лакса вида

L =
1

z

(
1
2
(S11 − S22)− z2S12 S12

S21 − z2 (S11 − S22)− z4S12
1
2
(S22 − S11) + z2S12

)
(1.1.1)

и скобку Пуассона-Ли
{Sij, Skl} = Silδkj − Skjδil, (1.1.2)

Гамильтонианы и уравнение движения

Ṡ = {H,S} = [J(S), S], (1.1.3)

уравнения Лакса
L̇(z) = {H,L(z)} = [L(z),M(z)] (1.1.4)

Подставляя матрицу (1.1.1) в определение производящей функции Гамильтониана

1

2
Tr(L2) =

S2
11 + S2

22 − 2S11 (4S12z
2 + S22) + 4S12 (2S22z

2 + S21)

4z2
(1.5.1)

или

1

2
Tr(L2) = −2S12 (S11 − S22) +

S2
11 − 2S11S22 + S2

22 + 4S12S21

4z2
= 2H0 +

H2

z2
. (1.5.2)

получаем гамильтонианы, которые являются коэффициентами при степенях z

H0 =− S12 (S11 − S22)

H2 =
1

4
(S2

11 − 2S11S22 + S2
22 + 4S12S21)

(1.5.3)

Используя соотношения (1.1.3) и (1.1.2), получаем уравнения движения
Ṡ11 =− Ṡ22 = S12 (S11 − S22)

Ṡ21 =2S12S21 − (S11 − S22)2

Ṡ12 =− 2S2
12

(1.1.6)

Сравнивая уравнения (1.1.6) и (1.1.3), получаем следующую матрицу

J(S) = −
(

S12 0

S11 − S22 −S12

)
(1.1.7)
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Матрица M :

M(z) =

(
S12 0

S11 − S22 + 2z2S12 −S12

)
(1.1.8)

Если поставить матрицы (1.1.1) и (1.1.8) в уравнение Лакса (1.1.4), то это уравнение Лак-
са будет эквивалентно системе уравнений (1.1.6). С учётом определения (1.5.3) и (1.1.7),
гамильтониан можно представить в следующем виде

H0 =
1

2
Tr(SJ(S)) . (1.1.9)

Система Калоджеро-Мозера в рациональном случае.
Используем матрицу Лакса вида

L =

(
p ν

2q
− ν

2z

− ν
2z
− ν

2q
−p

)
(1.2.1)

и скобки Пуассона
{p, q} = 1, {q, q} = 0, {p, p} = 0 (1.2.2)

уравнения Лакса
L̇(z) = {H,L(z)} = [L(z),M(z)] (1.2.3)

Используя соотношения (1.2.1), получаем производящую функцию для гамильтони-
ана

1

2
Tr(L2) = p2 − ν2

4q2
+

ν2

4z2
= 2H0 +

H2

z2
(1.2.4.1)

из предыдущего пункта нам известно, что коэффициент при каждой степени спектраль-
ного параметра - это отдельный гамильтониан, поэтому Гамильтониан степени z0 имеет
вид

H0 =
p2

2
− ν2

8q2
(1.2.4.2)

а при z−2 мы имеем H2 = ν2

4
. Подставляя, полученный гамильтониан (1.2.4.2) в (1.2.3),

получаем уравнения движения

ṗ = −∂H
∂q

= − ν2

4q3
, q̇ =

∂H

∂p
= p (1.2.5)

а матрица M(z) будет иметь вид

M(z) =

(
− 1

4q2
− ν

4q2

− ν
4q2
− 1

4q2

)
(1.2.6)

Если поставить матрицы (1.2.1) и (1.2.6) в уравнение Лакса (1.2.3), то уравнение Лакса
будет эквивалентно уравнению (1.2.5).
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Взаимосвязь между системами Эйлера и Калоджеро-Мозера. Нам известно, что
уравнение Лакса обладает естественной калибровочной инвариантностью, т. е. это уравне-
ние инвариантно относительно преобразований

L→ gLg−1, M → gMg−1 − ∂tgg−1 (1.3.1)

Представим свойство матрицы Лакса (1.3.1) в виде калибровочного преобразования вида

Ltop(z) = g(z)LCM(z)g−1(z) (1.3.2)

Подставляя определение матрицы калибровочного преобразования

g = Ξ(z, q)D−1(q) (1.3.4)

где

Ξ(z, q) =

(
1 1

(z + q)2 (z − q)2

)
(1.3.5.1)

и

D = 2q

(
1 0

0 −1

)
(1.3.5.2)

В итоге матрица перехода (1.3.4) будет иметь следующий вид

g =

(
1
2q

− 1
2q

(q+z)2

2q
− (z−q)2

2q

)
(1.3.6.1)

g−1 =

(
− (z−q)2

2z
1
2z

− (q+z)2

2z
1
2z

)
(1.3.6.2)

Подставляя (1.3.6) и (1.2.1) в (1.3.2), получаем

Ltop =

(
L11 L12

L21 L22

)
(1.3.7)

где элементы матрицы (1.1.7) имеют вид

L11 = −pq
2z
− pz

2q
− νz

4q2
+

ν

4z
(1.3.7.1)

L12 =
p

2qz
+

ν

4q2z
(1.3.7.2)

L21 = −pq
3

2z
− pz3

2q
+ pqz − νz3

4q2
+

3νq2

4z
− νz

2
(1.3.7.3)

L22 =
pq

2z
+
pz

2q
+
νz

4q2
− ν

4z
(1.3.7.4)
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В итоге приравнивая матрицу (1.3.7) к (1.1.1), получаем следующие замены

S11(p, q, ν) = −pq
2

+
ν

4
(1.3.8.1)

S12(p, q, ν) =
p

2q
+

ν

4q2
(1.3.8.2)

S21(p, q, ν) = −q
2

(
pq2 − 3νq

2

)
(1.3.8.3)

S22(p, q, ν) =
pq

2
− ν

4
(1.3.8.4)

и проверяем соответствующие скобки Пуассона (с учётом {p, q} = 1)

{S11, S12} = S12 (1.3.9.1)

{S11, S21} = −S21 (1.3.9.2)

{S12, S21} = 2S11 (1.3.9.3)

Затем подставляем полученные замены в Гамильтониан (1.1.5.3)

H = −S12 (S11 − S22) =
p2

2
− ν2

8q2
(1.3.10)

Гамильтонианы в SL(2,C). Вычисление гамильтонианов в SL(2,C). Воспользуемся
калибровочным преобразованием

f−1Lf − kf−1∂xf = L′ (1.4.1)

где f определяется следующим образом

f =

( √
L12 0

− L11√
L12

+ k ∂p
√
L12

L12

1√
L12

)
(1.4.2)

В итоге наша матрица Лакса преобразуется в

L′ =

(
0 1

T 0

)
(1.4.3)

с выражением T

T = L21L12 + L2
11 − k

L11∂xL12

L12

+ k∂xL11 −
1

2
k2∂

2
xL12

L12

+
3

4
k2 (∂xL12)2

L2
12

(1.4.4)

которое приводит к уравнению Шредингера(
−k2∂2

x + T
)
ψ = 0 (1.4.5)
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возьмём волновую функцию в виде ψ = exp{− 1
k

∮
dyχ(y)}, мы приходим к уравнению

Риккати
−k∂xχ+ χ2 − T = 0 (1.4.6)

Решение получаются с помощью локальных разложений

χ =
∞∑

l=−1

zlχl (1.4.7)

Это разложение дает плотности закона сохранения

Hl ∼
∮
dxχl−1 (1.4.8)

Значение χl можно найти из уравнения Риккати, мы также можем представить T в виде
локального выражения

T (z) =
∞∑

l=−2

zlTl (1.4.9)

в окрестности нуля. Для l = −2,−1, 0 мы имеем следующие выражения из уравнения
Риккати 

χ−1 =
√
T−2

χ0 = 1
2χ−1

(T−1 + k∂xχ−1)

χ1 = 1
2χ−1

(
T0 − T 2

−1

4T−2

) (1.4.10)

Гамильтонианы для полевого обобщения модели Калоджеро-Мозера.
Используя конструкцию описанную в пункте 1.4 для матрицы Лакса

L̃CM4 =

 p− k qx
2z

−ν
(

1
2z
− 1

2q

)
−ν
(

1
2z

+ 1
2q

)
−p+ k qx

2z

 (1.5.1)

и выражения для T мы имеем
4TCM−2 = k2q2

x + ν2 = c2 = h′

2TCM−1 = −2kpqx + k2νx
ν
qx − k2qxx

TCM0 = p2 + 2k2q2x−ν2
4q2

− kpνx
ν

+ k2

4

(
νx
ν

)2

(1.5.2)

Теперь нам нужен не тривиальный Гамильтониан квадратичный в поле моментов p. Это
двумерное обобщение квадратичного Гамильтониана Калоджера-Мозера

HCM
0 =

∮
dx
√
hχ1 =

1

2

∮
dx

(
T0 −

1

h′
T 2
−1

)
(1.5.3)

где подинтегральное выражение имеет вид

TCM0 − 1

h′
(
TCM−1

)2
= p2

(
1− k2q2

x

c2

)
+

3k2q2
x − c2

4q2
− k4q2

xx

4ν2
(1.5.4)
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Уравнение движения, производимые HCM
0 имеют вид:

q̇ = p

(
1− k2q2

x

c2

)
(1.5.5.1)

ṗ = −k
2

c2
∂x
(
p2qx

)
+

3k2q2
x − c2

4q3
+

3k2

4
∂x

(
qx
q2

)
+
k4

4
∂x

(
qxxxν − νxqxx

ν3

)
(1.5.5.2)

с соответствующей скобкой Пуассона

{p(x), q(y)} = δ(x− y) (1.5.6)

Если подставить k = 0, то (учитывая c2 = k2q2
x + ν2) уравнения движения (1.5.5.1) и

Гамильтониан перейдут в выражения (1.2.5) и (1.2.4.2).
Гамильтониан для системы Ландау-Лифшиц.
Теперь, используя конструкцию описанную в пункте 1.4 и локальное разложение

матрицы Лакса

L =
∞∑

l=−1

zlLl (1.6.1)

получаем следующие выражение для T

T−2 = L−1
12 L

−1
21 + L−1

11 L
−1
11 (1.6.2.1)

T−1 = L−1
12 L

0
21 + L0

12L
−1
21 + 2L0

11L
−1
11 − k

L−1
11 ∂xL

−1
12

L−1
12

+ k∂xL
−1
11 (1.6.2.2)

T0 = L1
12L
−1
21 + L−1

12 L
1
21 + 2L1

11L
−1
11 + L0

12L
0
21 + L0

11L
0
11−

− k

L−1
12

(
L0

11∂xL
−1
12 + L−1

11 ∂xL
0
12 −

L0
12L
−1
11 ∂xL

−1
12

L−1
12

)
+ k∂xL

0
11−

−k
2

2

∂2
xL
−1
12

L−1
12

+
3k2

4

(
∂xL

−1
12

L−1
12

)
(1.6.2.3)

Подставляя теперь матрицу Лакса

L =

(
S11(x)
z
− zS12(x) S12(x)

z

−S12(x)z3 − 2S11(x)z + S21(x)
z

−S11(x)
z

+ zS12(x)

)
(1.6.3)

Теперь подставляем соответствующие элементы матрицы (1.6.3) в (1.6.2), мы получаем
следующие соотношения

T−2 = S11(x)2 + S12(x)S21(x) (1.6.4.1)

T−1 = k(S11(x))x −
kS11(x)(S12(x))x

S12(x)
(1.6.4.2)

T0 = −4S11(x)S12(x) +
3k2(S12(x))2

x

4(S12(x))2
− k2(S12(x))xx

2S12(x)
(1.6.4.3)
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где индекс x и xx - это производные по x. Используя следующие определения

hl(x) = λχl−1, λ2 = T−2 (1.6.5)

где λ - собственное значение матрицы

S =

(
S11(x) S12(x)

S21(x) −S11(x)

)
(1.6.6)

мы имеем следующее выражение

h2 = λχ1 =
1

2

(
T0 −

1

4λ2
T 2
−1

)
(1.6.7)

Наконец, подставляя (1.6.7) и (1.6.4) в Гамильтониан

Hl =

∮
dxhl(x) (1.6.8)

получаем следующий Гамильтониан Ландау-Лифшица

HLL =
1

2

∮
{−4S11(x)S12(x)− α

(
2(S11(x))2

x + 2(S12(x))x(S21(x))x
)
}dx (1.6.9.1)

HLL =
1

2

∮
{tr (SJ (S))− αtr

(
S2
x

)
}dx (1.6.9.2)

с константой α = k2/8λ2. Если подставить этот Гамильтониан в (1.1.3) с учетом скобки
Пуассона-Ли

{Sij(x), Skl(y)} = (Sil(x)δkj − Skj(x)δil) δ(x− y) (1.6.10)

то в итоге мы получаем уравнение движения для ферромагнетика

∂tS = [J(S), S]− α [S, Sxx] (1.6.11)

А при подстановке переменных (1.8.37) в (1.6.9) получим

H =
1

2

∮
dx

(
p2

(
1− k2q2

x

c2

)
+

3k2q2
x − c2

4q2
− k4q2

xx

4ν2

)
(1.6.12)

Уравнение Ландау-Лифшица.
Уравнение Захарова- Шабата

∂tU(z) + k∂xV (z) = [U(z), V (z)] (1.7.1)

где x - координата на окружности. Динамические переменные - это теперь периодические
поля со скобками Пуассона

{Sij(x), Skl(y)} = (Sil(x)δkj − Skj(x)δil) δ(x− y) (1.7.2)
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На основе последних данных матрица Лакса (1.6.3) примет вид одной из U-V пар

ULL = L(z, S(x)) =
1

z

(
S11 − z2S12 S12

S21 − 2z2S11 − z4S12 −S11 + z2S12

)
(1.7.3)

и
V LL= − 1

2

(
V LL

1 + V LL
2

)
(1.7.4)

V LL
1 = −1

z
L(z, S)− 2M(z, S) = − 1

z2

(
S11 S12

S21 −S11

)
−
(

S12 0

2S11 + 3z2S12 −S12

)
(1.7.5)

где матрица M

M(z, S) =

(
S12 0

2S11 + 2z2S12 −S12

)
(1.7.6)

Мы можем представить V LL
2 в виде

V LL
2 = L(z, h) =

1

z

(
h11 − z2h12 h12

h21 − 2z2h11 − z4h12 −h11 + z2h12

)
(1.7.7)

где матрица h
h = − k

4λ2
[S, Sx] , Sx = ∂xS (1.7.8)

Включив эти определения в (1.7.1), мы получим два уравнения:

k∂xV
LL

1 =
[
L, V LL

2

]
, (1.7.9)

∂tL−
1

2
k∂xV

LL
2 = −1

2

[
L, V LL

1

]
= [L,M] (1.7.10)

и
−k∂xS = [S, h] (1.7.11)

∂tS − (k/2)∂xh = [J(S), S] (1.7.12)

Благодаря соотношению SSx+SxS = 0 первое уравнение может быть решено, как указано
в (1.7.8). Второе уравнение принимает вид:

∂tS = [J(S), S]− α [S, Sxx] (1.7.13)

с константой α = k2/8λ2. По компонентам имеем
∂tS11 = αS21∂

2
xS12 − αS12∂

2
xS21 + 2S12S11

∂tS21 = −2αS21∂
2
xS11 + 2αS11∂

2
xS21 + 2S12S21 − 4S2

11

∂tS12 = −2αS11∂
2
xS12 + 2αS12∂

2
xS11 − 2S2

12

(1.7.14)

Отсюда следует, что уравнение (1.7.14) и (1.7.13) эквивалентно (1.7.1)
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Взаимосвязь между системами Ландау-Лифшица и 1+1 Калоджеро-Мозера. Мат-
рица Лакса полевой модели Калоджеро-Мозера (для SL(2,C))

L̃CM4 =

 p− k qx
2z

−ν
(

1
2z
− 1

2q

)
−ν
(

1
2z

+ 1
2q

)
−p+ k qx

2z

 (1.8.1)

с вычетом

B = ResL̃CM4 =

(
−1

2
kqx −ν

2

−ν
2

1
2
kqx

)
(1.8.2.1)

Исходно матрица D выбиралась из таких соображений

D =

(
1 0

0 −1

)
(1.8.2.2)

чтобы матрица перехода g обладала таким свойством, что от g(z = 0) имеет собственный
вектор (1, 1), собственный вектор вычета вида

B2 =

(
0 −ν

2

−ν
2

0

)
(1.8.3)

должен зануляется в ядре. Это необходимо для того, чтобы не образовывались полюса вто-
рого порядка при сопряжении матриц перехода калибровочным преобразованием. Поэтому
для случая поля, т. е. для матрицы Лакса (1.8.1) нужно выбрать такую матрицу

D =

(
d1 0

0 d2

)
(1.8.4)

чтобы полученная при этом g зануляла собственный вектор (1.8.2.1). В качестве упраж-
нения вы можете определить собственный вектор вычета (1.8.2.1) и матрицу D самостоя-
тельна. А матрица g при этом будет равна (1.8.14.1). Теперь вычислим собственный вектор(
ψ1

ψ2

)
, который при k = 0 переходит в

(
1

1

)
. Сперва вычислим собственные значение

из детерминанта
det(B − λI) = 0 (1.8.5)

Дальше из собственных значений
λ1 = − c

2
(1.8.6.1)

λ2 =
c

2
(1.8.6.2)

и уравнение (
−1

2
kqx − λ −ν

2

−ν
2

1
2
kqx − λ

)(
ψ1

ψ2

)
= 0 (1.8.7)
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получаем собственные векторы для случая (1.8.6.1)(
ψ1

ψ2

)
=

(
−kqx

2
− c

2

−ν
2

)
(1.8.8.1)

А для случая (1.8.6.2) (
ψ1

ψ2

)
=

(
c
2
− kqx

2

−ν
2

)
(1.8.8.2)

где c =
√
h′ =

√
ν2 + k2q2

x. Если ввести условие k = 0, то только вектор (1.8.8.1) переходит

в

(
1

1

)
. Теперь имея в наличии собственный вектор (1.8.8.1) и опператор Хекке

Ξ(z, q) =

(
1 1

(z + q)2 (z − q)2

)
(1.8.9.1)

Ξ−1(z, q) = − 1

4qz

(
(z − q)2 −1

−(z + q)2 1

)
(1.8.9.2)

мы сможем определить элементы диагональной матрицы

D =

(
d1 0

0 d2

)
(1.8.10)

А для этого необходимо, чтобы матрица калибровочного преобразования

g = Ξ(z, q)D−1(q) (1.8.11)

зануляла вектор (1.8.8.1), т. е.

g

(
ψ1

ψ2

)
= 0 (1.8.12)

В итоге матрица (1.8.10) имеет вид

D−1 =

(
ν
2

0

0 −1
2
(c+ kq)

)
(1.8.13.1)

D =

(
2
ν

0

0 2
−kqx−c

)
(1.8.13.2)

В итоге калибровочное преобразование (1.8.11) примет вид

g =

(
ν
2

−1
2

(c+ kqx)
1
2
(q + z)2ν −1

2
(z − q)2 (c+ kqx)

)
(1.8.14.1)

75



g−1 =

(
− (z−q)2

2qzν
1

2qzν

− (q+z)2

2qz(c+kqx)
1

2qz(c+kqx)

)
(1.8.14.2)

Теперь подставляя (1.8.14.1), (1.8.14.1) и (1.8.1) в

LLL = −kg∂xg−1 + gL̃CMg−1 (1.8.15.1)

Уравнение Захарова-Шабата инвариантно относительно преобразований

L→ gLg−1, M → gMg−1 − ∂tgg−1 (∗)

Т.е. в соответствии взаимосвязи м/д системой Калоджера и волчкками Эйлера в механике
из предыдущего семинара переходит в соответствие на уровне (1+1)-теорией. Здесь второе
слагаемое обозначим как

L̃(CM),(2) = gL̃CMg−1 =

(
LCM11 LCM12

LCM21 LCM22

)
(1.8.15.2)

где элементы матрицы

LCM11 =
1

detg

(
L̃CM11 (g11g22 + g21g12) + L̃CM21 g12g22 − L̃CM12 g11g21

)
(1.8.15.3)

LCM12 =
1

det g

(
−2L̃CM11 (g12g11) + L̃CM12 g2

11 − L̃CM21 g2
12

)
(1.8.15.4)

LCM21 =
1

det g

(
2L̃CM11 g21g22 + L̃CM21 g2

22 − L̃CM12 g2
21

)
(1.8.15.5)

С учётом следующих соотношений

det g = zq(c+ kqx)ν,

g12g22 = 1
4
(z − q)2(c+ kqx)

2, g11g21 = 1
4
(q + z)2ν2

(1.8.15.6)

g2
11 = ν2

4

g2
12 = 1

4
(c+ kqx)

2
(1.8.15.7)

g2
21 = 1

4
(q + z)4ν2

g2
22 = 1

4
(z − q)4(c+ kqx)

2
(1.8.15.8)

и выражения
g11g22 + g21g12 = −1

2

(
q2 + z2

)
(c+ kqx)ν (1.8.15.9)

g12g11 = −1

4
(c+ kqx)ν (1.8.15.10)

g21g22 = −1

4
(z − q)2(q + z)2(c+ kqx)ν (1.8.15.11)
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а первое слагаемое будет имеет вид

G(1) = −kg∂xg−1 (1.8.15.12)

Если приравнять соотношения (1.7.3) и (1.8.15.1), то следующие замены будут зависеть от
спектрального параметра. Чтобы избавиться от лишних слагаемых мы нормируем калиб-
ровочное преобразование (1.8.14.1) и (1.8.14.2) на обратный корень из детерминанта

G = g
√

(detg)−1, G−1 = g−1
√
detg (1.8.16)

Используя калибровочное преобразование (1.8.16) в (1.8.15.1) матрица (1.8.15.2) остаётся
неизменной, а для матрица (1.8.15.12) приобретает дополнительную матрицу вида

G(2) = −kI
√

(detg)−1∂x
√
detg (1.8.17)

где I - единичная матрица. В итоге мы имеем следующую матрицу

G = G(1) +G(2) =

(
G11 G12

G21 G22

)
(1.8.17.1)

где элементы матрицы

G11 =
k (ν (−2czqx + k (q2 + z2) qxx − 2kzq2

x)− (q2 + z2) νx (c+ kqx))

4zqν (c+ kqx)
(1.8.17.2)

G12 =
k (νx (c+ kqx))− kνqxx)

4zqν (c+ kqx))
(1.8.17.3)

G21 =
k(z − q)(q + z) (− (z2 − q2) νx (c+ kqx)− ν (4czqx + k (q2 − z2) qxx + 4kzq2

x))

4zqν (c+ kqx)
(1.8.17.4)

G22 = −G11 (1.8.17.5)

Благодаря этой матрице лишние слагаемые для диагональных элементов матрицы (1.8.15.1)
зануляются. В итоге мы имеем следующие замены

S12 =
c

4q2
+

p

2q
− ck2qxx

4q (c2 − k2q2
x)

(1.8.18.1)

S11 =
c

4
− pq

2
+

ck2qqxx

4 (c2 − k2q2
x)

(1.8.18.2)

S21 =
3cq2

4
− pq3

2
+

ck2q3qxx

4 (c2 − k2q2
x)

(1.8.18.3)

Скобки Пуассона-Ли будут иметь соответствующий вид

{S11(x), S12(y)} = S12(x)δ(x− y) (1.8.19.1)

{S11(x), S21(y)} = −S21(x)δ(x− y) (1.8.19.2)

{S12(x), S21(y)} = 2S11(x)δ(x− y) (1.8.19.3)

аналогичные скобкам для механики (1.3.6)
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3.4.2 Тригонометрический случай.

Калибровочное преобразование. Матрица Лакса Калоджеро-Мозера

LCM =

(
p ν

2
coth(q)− ν

2
coth(z)

−ν
2

coth(z)− ν
2

coth(q) −p

)
(2.1.1)

Используем калибровочное преобразование

Ltop = gLCMg−1 (2.1.2)

и матрицу Лакса вида

Ltor =

(
S11 coth(z) S12

sinh(z)

S21

sinh(z)
− 4S12 sinh(z) S22 coth(z)

)
(2.1.3)

Оператор Гекке

Ξ =

(
1 1

e(q+z) + e−(q+z) e(z−q) + e−(z−q)

)
(2.1.4.1)

или для тригонометрического случая

Ξ =

(
1 1

2 cosh(q + z) 2 cosh(z − q)

)
(2.1.4.2)

и диагональную матрицу

D = 2 sinh(q)

(
1 0

0 −1

)
(2.1.5)

наша матрица перехода
g = Ξ(z, q)D−1(q) (2.1.6.1)

из калибровочного преобразования примет вид

g =
1

2sinh(q)

(
1 −1

2 cosh(q + z) −2 cosh(q − z)

)
(2.1.6.2)

g−1 =
sinh(q)

cosh(q − z)− cosh(q + z)

(
2 cosh(q − z) −1

2 cosh(q + z) −1

)
(2.1.6.3)

Теперь подставляя (2.1.6.2), (2.1.6.3) и (2.1.1) в (2.1.2), получаем

Ltop =

(
L11 L12

L21 L22

)
(2.1.7)

78



где элементы матрицы (2.1.7) имеют вид

L11 = −
(
p coth(q) +

ν

2 sinh2(q)

)
coth(z) (2.1.7.1)

L12 =
1

4

(2p+ ν coth(q))

sinh(q) sinh(z)
(2.1.7.2)

L21 = −(2p sinh(q + 2z) + 2p sinh(q − 2z) + 2p sinh(3q)− 2p sinh(q))

4 sinh2(q) sinh(z)
−

−(3ν cosh(q)− ν cosh(3q) + ν cosh(q + 2z) + ν cosh(q − 2z))

4 sinh2(q) sinh(z)
(2.1.7.3)

L22 =

(
p coth(q) +

ν

2 sinh2(q)

)
coth(z) (2.1.7.4)

В итоге приравнивая матрицу (2.1.7) к (2.1.3) получаем следующие замены

S12 =
1

4

(2p+ ν coth(q))

sinh(q)
(2.1.8.1)

S11 = −
(
p coth(q) +

ν

2 sinh2(q)

)
(2.1.8.2)

S22 = p coth(q) +
ν

2 sinh2(q)
(2.1.8.3)

S21 = − coth(q)

(
2p sinh(2q) + 3ν − ν cosh(2q)

2 sinh(q)

)
(2.1.8.4)

Используя канонические отображение p→ p− ν
2

coth(q) наши динамичекие замены приоб-
ретают вид

S12 =
1

2

p

sinh(q)
(2.1.9.1)

S11 =
ν

2
− p coth(q) (2.1.9.2)

S22 = p coth(q)− ν

2
(2.1.9.3)

S21 = 2 cosh(q)(ν − p coth(q)) (2.1.9.4)

С соответствующими скобками Пуассона

{S11, S12} = S12 (2.1.10.1)

{S11, S21} = −S21 (2.1.10.2)

{S12, S21} = 2S11 (2.1.10.3)

Система Калоджеро-Мозера в тригонометрическом случае.
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Используя матрицу Лакса вида

L =

(
p ν

2
coth(q)− ν

2
coth(z)

−ν
2

coth(q)− ν
2

coth(z) −p

)
(2.2.1)

из соотношения производящей функции

1

2
Tr(L2), (2.2.2)

получим уравнение движения и уравнения Лакса

L̇(z) = {H,L(z)} = [L(z),M(z)] (2.2.3)

Используя соотношения (2.2.2) получаем

1

2
Tr(L2) = p2 − ν2

4
coth2(q) +

ν2

4
coth2(z) (2.2.4.1)

1

2
Tr(L2) = 2H0 +H2 coth2(z) (2.2.4.2)

В итоге мы имеем следующие гамильтонианы

H0 =
p2

2
− ν2

8
coth2(q) (2.2.4.3)

и
H2 =

ν2

4
(2.2.4.4)

Теперь подставляя полученный Гамильтониан H0 в (2.2.3), получаем уравнения движения

ṗ = −ν
2 coth(q)

4 sinh2(q)
(2.2.5)

а матрица M(z) будет иметь вид

M(z) =

(
− 1

4 sinh2(q)
− ν

4 sinh2(q)

− ν
4 sinh2(q)

− 1
4 sinh2(q)

)
(2.2.6)

Описание волчка Эйлера в тригонометрическом случае.
Используя матрицу Лакса вида

L =

(
S11 coth(z) S12

sinh(z)

S21

sinh(z)
− 4 sinh(z)S12 S22 coth(z)

)
(2.3.1)

получим гамильтонианы из производящей функции

1

2
Tr(L2), (2.3.2)
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Используя соотношения (2.3.2) получаем

1

2
Tr(L2) = −4S2

12 − S12S21 +
1

2

(
S2

11 + S2
22 + S12S21

)
coth2(z) (2.3.3.1)

1

2
Tr(L2) = 2H0 +H2 coth2(z) (2.3.3.2)

Гамильтонианы
H0 = −2S2

12 −
1

2
S12S21 =

p2

2
− ν2

8
coth2(q) (2.3.4.1)

H2 =
ν2

4
(2.3.4.2)

В итоге, полученные гамильтонианы (2.3.4) совпадают с (2.2.4). Согласованность не нару-
шена. Теперь перейдем к уравнению движения, которая описывает Гамильтониан H0

Ṡ11 =− Ṡ22 = 4S2
12

Ṡ21 =− 4S12 (S11 − S22)− 1

2
S21 (S11 − S22)

Ṡ12 =
1

2
S12 (S11 − S22)

(2.3.5)

Приравнивая уравнение (2.3.5) и

Ṡ = {H,S} = [J(S), S], (2.3.6)

получаем следующую матрицу

J1(S) =

(
1
2
S11 0

−4S12
1
2
S22

)
(2.3.7)

Если подставить матрицу (2.3.7) в

H =
1

2
Tr(SJ(S)) (2.3.8)

то получаем другой Гамильтониан

H = −2S2
12 +

1

4
S2

11 +
1

4
S2

22 (2.3.9)

который не согласуется с Гамильтонианом (2.3.4.1). Поэтому мы вводим новую матрицу
J(S)

J(S) = J1(S)− 1

2
S =

(
0 −1

2
S12

−4S12 − 1
2
S21 0

)
(2.3.10)

Теперь подставляя эту матрицу в Гамильтониан (2.3.8) получаем (2.3.4.1) и согласован-
ность гамильтониана и уравнения движения сохраняется. Теперь, используя соотношения
(2.3.1) и (2.2.3) мы имеем матрицу M

M(z) = −
(

1
2
S11 0

−4S12 cosh(z) 1
2
S22

)
(2.3.11)
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Если поставить матрицы (2.3.1) и (2.3.8) в уравнение Лакса (2.2.3), то это уравнение Лакса
будет эквивалентно системе уравнений (2.3.5).

Взаимосвязь между системами Ландау-Лифшица и 1+1 Калоджеро-Мозера. Мат-
рица Лакса полевого Калоджеро-Мозера (для SL(2,C))

L =

(
p− kqx

2
coth(z) ν

2
coth(q)− ν

2
coth(z)

−ν
2

coth(q)− ν
2

coth(z) −p+ kqx
2

coth(z)

)
(2.4.1)

с вычетом

B = ResL̃CM4 =

(
−1

2
kqx −ν

2

−ν
2

1
2
kqx

)
(2.4.2.1)

Изначально матрица D выбиралась из таких соображений

D =

(
1 0

0 −1

)
(2.4.2.2)

чтобы матрица перехода g обладала таким свойством, что от g(z = 0) имеет собственный
вектор (1, 1), собственный вектор вычета вида

B2 =

(
0 −ν

2

−ν
2

0

)
(2.4.3)

должен зануляется в ядре. Для случая 1+1, т.е. для матрицы Лакса (2.4.1) нужно выбрать
такую матрицу

D =

(
d1 0

0 d2

)
(2.4.4)

чтобы полученная при этом g зануляла собственный вектор (2.4.2.1). В качестве упражне-
ния вы можете определить собственный вектор вычета (2.4.2.1) и матрицу D. А матрица
g при этом будет равна (2.4.14.1).

Теперь вычислим собственный вектор

(
ψ1

ψ2

)
, который при k = 0 переходит в(

1

1

)
. Сперва вычислим собственные значение из детерминанта

det(B − λI) = 0 (2.4.5)

Дальше из собственных значений
λ1 = − c

2
(2.4.6.1)

λ2 =
c

2
(2.4.6.2)
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и уравнения (
−1

2
kqx − λ −ν

2

−ν
2

1
2
kqx − λ

)(
ψ1

ψ2

)
= 0 (2.4.7)

получаем собственные вектроры для случая (2.4.6.1)(
ψ1

ψ2

)
=

(
−kqx

2
− c

2

−ν
2

)
(2.4.8.1)

А для случая (2.4.6.2) (
ψ1

ψ2

)
=

(
c
2
− kqx

2

−ν
2

)
(2.4.8.2)

где c =
√
h′ =

√
ν2 + k2q2

x. Если ввести условие k = 0, то только вектор (2.4.8.1) переходит

в

(
1

1

)
. Имея в наличии собственный вектор (2.4.8.1) и оператор

Ξ =

(
1 1

2 cosh(q + z) 2 cosh(z − q)

)
(2.4.9)

можем определить элементы диагональной матрицы

D =

(
d1 0

0 d2

)
(2.4.10)

Матрица калибровочного преобразования

g = Ξ(z, q)D−1(q) (2.4.11)

зануляет вектор (2.4.8.1), т. е.

g

(
ψ1

ψ2

)
= 0 (2.4.12)

В итоге матрица (2.4.10) имеет вид

D−1 =

(
ν
2

0

0 −1
2
(c+ kq)

)
(2.4.13.1)

D =

(
2
ν

0

0 2
−kqx−c

)
(2.4.13.2)

Калибровочное преобразование (2.4.11) примет вид

g =

(
ν
2

−1
2

(c+ kqx)

cosh(z + q)ν − cosh(z − q) (c+ kqx)

)
(2.4.14.1)
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g−1 =

(
1−coth(z) coth(q)

ν
1

2ν sinh(z) sinh(q)

− coth(z) coth(q)+1
c+kqx

1
2 sinh(z) sinh(q)(c+kqx)

)
(2.4.14.2)

Подставляя (2.4.14.1), (2.4.14.2) и (2.4.1) в

LLL = −kg∂xg−1 + gL̃CMg−1 (2.4.15.1)

Калибровочное преобразование

L→ gLg−1, M → gMg−1 − ∂tgg−1 (∗)

Здесь второе слагаемое обозначим

L̃(CM),(2) = gL̃CMg−1 =

(
LCM11 LCM12

LCM21 LCM22

)
(2.4.15.2)

где элементы матрицы

LCM11 =
1

detg

(
L̃CM11 (g11g22 + g21g12) + L̃CM21 g12g22 − L̃CM12 g11g21

)
(2.4.15.3)

LCM12 =
1

det g

(
−2L̃CM11 (g12g11) + L̃CM12 g2

11 − L̃CM21 g2
12

)
(2.4.15.4)

LCM21 =
1

det g

(
2L̃CM11 g21g22 + L̃CM21 g2

22 − L̃CM12 g2
21

)
(2.4.15.5)

С учётом следующих соотношений

det g = sinh(z) sinh(q)(c+ kqx)ν,

g12g22 = 1
2

cosh(z − q)(c+ kqx)
2, g11g21 = 1

2
cosh(q + z)ν2

(2.4.15.6)

g2
11 = ν2

4

g2
12 = 1

4
(c+ kqx)

2
(2.4.15.7)

g2
21 = cosh2(q + z)ν2

g2
22 = cosh2(z − q)(c+ kqx)

2
(2.4.15.8)

и выражения
g11g22 + g21g12 = − cosh(z) cosh(q)(c+ kqx)ν (2.4.15.9)

g12g11 = −1

4
(c+ kqx)ν (2.4.15.10)

g21g22 = −1

2
(cosh(2q) + cosh(2z))(c+ kqx)ν (2.4.15.11)

а первое слагаемое будет имеет вид

G(1) = −kg∂xg−1 (2.4.15.12)
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Если приравнять соотношения (2.7.1) и (2.4.15.1), то следующие замены будут зависеть от
спектрального параметра в результате лишних слагаемых присутствующих в диагональ-
ных элементах в матрице (2.4.15.1). Чтобы избавиться от лишних слагаемых мы нормируем
калибровочное преобразование (2.4.14.1) и (2.4.14.2) на обратный корень из детерминанта

G = g
√

(detg)−1, G−1 = g−1
√
detg (2.4.16)

Используя калибровочное преобразование (2.4.16) в (2.4.15.1) матрица (2.4.15.2) остаётся
неизменной, а для матрица (2.4.15.3) приобретает дополнительную матрицу вида

G(2) = −Ik
√

(detg)−1∂x
√
detg (2.4.17)

где I - единичная матрица. В итоге мы имеем следующую матрицу (складывая матрицу )

G = G(1) +G(2) =

(
G11 G12

G21 G22

)
(2.4.17.1)

где элементы матрицы

G11 = −k coth(q) (coth(z)νx (c+ kqx) + ν (cqx − k coth(z)qxx + kq2
x))

2ν (c+ kqx)
(2.4.17.2)

G12 =
k (νx (c+ kqx)− kνqxx)

4ν (c+ kqx) sinh(q) sinh(z))
(2.4.17.3)

G21 = −k (ν (2c sinh(2z)qx − kqxx(cosh(2q) + cosh(2z)) + 4k sinh(z) cosh(z)q2
x))

2ν (c+ kqx) sinh(q) sinh(z)
−

−k (νx(cosh(2q) + cosh(2z)) (c+ kqx))

2ν (c+ kqx) sinh(q) sinh(z)
(2.4.17.4)

G22 = −G11 (2.4.17.5)

Благодаря этой матрицы (2.4.17.1) лишние слагаемые для диагональных элементов мат-
рицы (2.4.15.1) зануляются. В итоге мы имеем следующие замены

S12 =
c

4 sinh(q)
coth(q) +

p

2 sinh(q)
− ck2qxx

4ν2 sinh(q)
(2.4.18.1)

S11 = −p coth(q)− c

2 sinh2(q)
− ck2qxx coth(q)

2 (k2q2
x − c2)

(2.4.18.2)

S21 =
c (cosh(2q) coth(q)− 3 coth(q))− 2p sinh(2q) coth(q)

2 sinh(q)
− ck2qxx sinh(2q) coth(q)

2 sinh(q) (k2q2
x − c2)

(2.4.18.3)

Скобки Пуассона-Ли будут иметь соответствующий вид

{S11(x), S12(y)} = S12(x)δ(x− y) (2.4.19.1)
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{S11(x), S21(y)} = −S21(x)δ(x− y) (2.4.19.2)

{S12(x), S21(y)} = 2S11(x)δ(x− y) (2.4.19.3)

аналогичные скобкам для простой механики (2.1.9.4)
Гамильтонианы в SL(2,C). Вычисление гамильтонианов в SL(2,C). Воспользуемся

калибровочным преобразованием

f−1Lf − kf−1∂xf = L′ (1.4.1)

где f определяется следующим образом

f =

( √
L12 0

− L11√
L12

+ k ∂p
√
L12

L12

1√
L12

)
(1.4.2)

В итоге наша матрица Лакса преобразуется в

L′ =

(
0 1

T 0

)
(1.4.3)

с выражением T

T = L21L12 + L2
11 − k

L11∂xL12

L12

+ k∂xL11 −
1

2
k2∂

2
xL12

L12

+
3

4
k2 (∂xL12)2

L2
12

(1.4.4)

которое приводит к уравнению Шредингера(
−k2∂2

x + T
)
ψ = 0 (1.4.5)

возьмём волновую функцию в виде ψ = exp{− 1
k

∮
dyχ(y)}, мы приходим к уравнению

Риккати
−k∂xχ+ χ2 − T = 0 (1.4.6)

Решение получаются с помощью локальных разложений

χ =
∞∑

l=−1

zlχl (1.4.7)

Это разложение дает плотности закона сохранения

Hl ∼
∮
dxχl−1 (1.4.8)

Значение χl можно найти из уравнения Риккати, мы также можем представить T в виде
локального выражения

T (z) =
∞∑

l=−2

zlTl (1.4.9)
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в окрестности нуля. Для l = −2,−1, 0 мы имеем следующие выражения из уравнения
Риккати 

χ−1 =
√
T−2

χ0 = 1
2χ−1

(T−1 + k∂xχ−1)

χ1 = 1
2χ−1

(
T0 − T 2

−1

4T−2

) (1.4.10)

Гамильтонианы для полевого Калоджеро-Мозера. Используя конструкцию описан-
ную в пункте 2.5 для матрицы Лакса

L =

(
p− kqx

2
coth(z) ν

2
coth(q)− ν

2
coth(z)

−ν
2

coth(q)− ν
2

coth(z) −p+ kqx
2

coth(z)

)
(2.6.1)

и выражения для T мы имеем
4TCM−2 = k2q2

x + ν2 = c2 = h′

2TCM−1 = −2kpqx + k2νx
ν
qx − k2qxx

TCM0 = p2 + k2q2x
2 sinh2(q)

− ν2

4
coth2(q)− kpνx

ν
+ k2

4

(
νx
ν

)2

(2.6.2)

мы можем представить выражение в следующем виде

k2q2
x

2 sinh2(q)
− ν2

4
coth2(q) =

(3k2q2
x − c2)

4
coth2(q)− k2q2

x

2
(2.6.2.1)

с учетом
1

sinh2(q)
= coth2(q)− 1 (2.6.2.2)

c2 = k2q2
x + ν2 (2.6.2.3)

В итоге имеем следующий квадратичный гамильтониан Калоджеро-Мозера

HCM
0 =

∮
dx
√
hχ1 =

1

2

∮
dx

(
T0 −

1

h′
T 2
−1

)
(2.6.3)

где подинтегральное выражение имеет вид

TCM0 − 1

h′
(
TCM−1

)2
= p2

(
1− k2q2

x

c2

)
+

(3k2q2
x − c2)

4
coth2(q)− k2q2

x

2
− k4q2

xx

4ν2
(2.6.4)

Уравнение движения, производимые HCM
0 имеют вид:

q̇ = p

(
1− k2q2

x

c2

)
(2.6.5.1)

ṗ = −k
2

c2
∂x
(
p2qx

)
+

(3k2q2
x − c2) coth(q)

4 sinh2(q)
+

3k2

4
∂x
(
qx coth2(q)

)
−

−k
2∂x(qx)

2
+
k4

4
∂x

(
qxxxν − νxqxx

ν3

)
(2.6.5.2)
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с соответсвующей скобкой Пуассона

{p(x), q(y)} = δ(x− y) (2.6.6)

Если подставить k = 0, то (учитывая c2 = k2q2
x + ν2), то Гамильтониан (2.6.3)-(2.6.4)

перейдет в выражение (2.2.4).
Гамильтониан для системы Ландау-Лифшица. Используя конструкцию описанную

в пункте 5 с матрицей Лакса

Ltor =

(
S11(x) coth(z) S12(x)

sinh(z)
S21(x)
sinh(z)

− 4S12(x) sinh(z) −S11(x) coth(z)

)
(2.7.1)

получаем следующие соотношения

T−2 = S11(x)2 + S12(x)S21(x) (2.7.2.1)

T−1 = k(S11(x))x −
kS11(x)(S12(x))x

S12(x)
(2.7.2.2)

T0 = −4S12(x)2 − S12(x)S21(x) +
3k2(S12(x))2

x

4(S12(x))2
− k2(S12(x))xx

2S12(x)
(2.7.2.3)

где индекс x и xx - это производные по x. Теперь используя следующие определения

hl(x) = λχl−1, λ2 = T−2 (2.7.3)

где λ - собственное значение матрицы

S =

(
S11(x) S12(x)

S21(x) −S11(x)

)
(2.7.4)

имеем следующее выражение

h2 = λχ1 =
1

2

(
T0 −

1

4λ2
T 2
−1

)
(2.7.5)

Подставляя (2.7.5) и (2.7.2) в Гамильтониан

Hl =

∮
dxhl(x) (2.7.6)

получаем следующий Гамильтониан Ландау-Лифшица

HLL =
1

2

∮
{−4S12(x)2 − S12(x)S21(x)− α

(
2(S11(x))2

x + 2(S12(x))x(S21(x))x
)
}dx (2.7.7.1)

с константой α = k2/8λ2. Этот Гамильтониан мы можем представить в следующем виде

HLL =
1

2

∮
{tr (SJ (S))− αtr

(
S2
x

)
}dx (2.7.7.2)
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Если подставить этот Гамильтониан в (2.3.6) с учетом скобки Пуассона-Ли

{Sij(x), Skl(y)} = (Sil(x)δkj − Skj(x)δil) δ(x− y) (2.7.8)

то в итоге получаем уравнение движения для ферромагнетика

∂tS = [J(S), S]− α [S, Sxx] (2.7.9)

А при подстановке переменных (2.4.18) в (2.7.7) получим

H =
1

2

∮
dx

(
p2

(
1− k2q2

x

c2

)
+

(3k2q2
x − c2)

4
coth2(q)− k2q2

x

2
− k4q2

xx

4ν2

)
(2.7.10)

Уравнение Ландау-Лифшица. Уравнение Захарова- Шабата

∂tU(z) + k∂xV (z) = [U(z), V (z)] (2.8.1)

где x - координата на окружности. Динамические переменные - это теперь периодические
поля с скобками Пуассона

{Sij(x), Skl(y)} = (Sil(x)δkj − Skj(x)δil) δ(x− y) (2.8.2)

На основе последних данных матрица Лакса (2.3.1) примет вид одной из U-V пар

ULL = L(z, S(x)) =

(
S11 coth(z) S12

sinh(z)

S21

sinh(z)
− 4S12 sinh(z) −S11 coth(z)

)
(2.8.3)

и
V LL= − 1

2

(
V LL

1 + V LL
2

)
(2.8.4)

где
V LL

1 = − coth(z)L(z, S)− 2M(z, S) (2.8.5)

а матрица M

M(z, S) = −
(

1
2
S11 0

−4S12 cosh(z) −1
2
S11

)
(2.8.6)

Мы можем представить V LL
2 в виде

V LL
2 = L(z, h) =

(
h11 coth(z) h12

sinh(z)

h21
sinh(z)

− 4h12 sinh(z) −h11 coth(z)

)
(2.8.7)

где матрица h
h = − k

4λ2
[S, Sx] , Sx = ∂xS (2.8.8)

Включив эти определения в (2.8.1), получим два уравнения:

k∂xV
LL

1 =
[
L, V LL

2

]
, (2.8.9)
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∂tL−
1

2
k∂xV

LL
2 = −1

2

[
L, V LL

1

]
= [L,M] (2.8.10)

и
−k∂xS = [S, h] (2.8.11)

∂tS − (k/2)∂xh = [J(S), S] (2.8.12)

Благодаря соотношению SSx+SxS = 0 первое уравнение может быть решено, как указано
в (2.8.8). Второе уравнение принимает вид:

∂tS = [J(S), S]− α [S, Sxx] (2.8.13)

с константой α = k2/8λ2. По компонентам имеем
∂tS11 = αS21∂

2
xS12 − αS12∂

2
xS21 + 4S2

12

∂tS21 = −2αS21∂
2
xS11 + 2αS11∂

2
xS21 − 8S12S11 − S21S11

∂tS12 = −2αS11∂
2
xS12 + 2αS12∂

2
xS11 + S12S11

(2.8.14)

Отсюда следует, что уравнение (2.8.14) и (2.8.13) эквивалентно (2.8.1)

3.4.3 Эллиптический случай

Матрица Лакса Калоджеро-Мозера

LKM =

(
p −ν

2
φ(−q, z)

−ν
2
φ(q, z) −p

)
(3.1.1)

и матрица Лакса волчка Эйлера

Lrot =

(
S10ϕ10 S01ϕ01 − iS11ϕ11

S01ϕ01 + iS11ϕ11 −S10ϕ10

)
(3.1.2)

где

ϕ10 =
ϑ′(0)θ10(z)

ϑ(z)θ10(0)
, ϕ11 =

ϑ′(0)θ00(z)

ϑ(z)θ00(0)
, ϕ01 =

ϑ′(0)θ01(z)

ϑ(z)θ01(0)
(3.1.3)

Используя калибровочное преобразование

Ltop = gLКМg−1 (3.1.4)

получим S10, S11 и S01.
Замены переменных. Используя матрицу

g =

(
θ00(z + q, 2τ) −θ00(z − q, 2τ)

−θ10(z + q, 2τ) θ10(z − q, 2τ)

)
(3.1.5)
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калибровочное преобразование (3.1.4) и следующие тождества (A.1)-(A.10) выпишем ра-
венство (3.1.4) для матричных элементов

Lrot11 =
1

detg

(
LKM11 (g11g22 + g21g12) + LKM21 g12g22 − LKM12 g11g21

)
(3.1.5.1)

Lrot12 =
1

det g

(
−2LKM11 (g12g11) + LKM12 g2

11 − LKM21 g2
12

)
(3.1.5.2)

Lrot21 =
1

det g

(
2LKM11 g21g22 + LKM21 g2

22 − LKM12 g2
21

)
(3.1.5.3)

С учётом следующих соотношений

det g = ϑ(z)ϑ(q),

g12g22 = −1
2
θ10(−z + q)θ10(0), g11g21 = −1

2
θ10(z + q)θ10(0)

(3.1.5.4)

g2
11 = 1

2
(θ00(z + q)θ00(0) + θ01(z + q)θ01(0))

g2
12 = 1

2
(θ00(−z + q)θ00(0) + θ01(−z + q)θ01(0))

(3.1.5.5)

g2
21 = 1

2
(θ00(z + q)θ00(0)− θ01(z + q)θ01(0))

g2
22 = 1

2
(θ00(−z + q)θ00(0)− θ01(−z + q)θ01(0))

(3.1.5.6)

А ещё выражения
g11g22 + g21g12 = θ10(z)θ10(q) (3.1.5.7)

g12g11 = −1

2
(θ00(z)θ00(q) + θ01(z)θ01(q)) (3.1.5.8)

g21g22 = −1

2
(θ00(z)θ00(q)− θ01(z)θ01(q)) (3.1.5.9)

дальше используем те же формулы сложения для тэта-функций. В итоге получаем окон-
чательный ответ

S10 = p
θ10(0)

ϑ′(0)

θ10(q)

ϑ(q)
+
ν

2

θ2
10(0)

θ00(0)θ01(0)

θ00(q)θ01(q)

ϑ2(q)

S11 = −p θ00(0)√
−1ϑ′(0)

θ00(q)

ϑ(q)
− ν

2

θ2
00(0)√

−1θ10(0)θ01(0)

θ10(q)θ01(q)

ϑ2(q)

S01 = p
θ01(0)

ϑ′(0)

θ01(q)

ϑ(q)
+
ν

2

θ2
01(0)

θ00(0)θ10(0)

θ00(q)θ10(q)

ϑ2(q)

(3.1.6)

Чтобы определиться каким скобкам Пуассона удовлетворяют замены (3.1.6) мы можем
представить наши замены через эллиптические функции Якоби или воспользоваться соот-
ношением (A.14)-(A.15) (следует также учитывать каноническую скобку Пуассона {p, q} =

1) в итоге получаем
{Sα, Sβ} = −

√
−1εαβγSγ (3.1.7)

где (1, 2, 3)=(01, 11, 10).
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Гамильтонианы.Для начала вычислим гамильтониан Калоджеро, используя форму-
лу производящей функции

1

2
Tr(L2) = p2 +

ν2

4
φ(−q, z)φ(q, z) (3.1.8)

или с учётом тождество φ(−q, z)φ(q, z) = ℘(z)− ℘(q)

1

2
Tr(L2) = p2 − ν2

4
℘(q) +

ν2

4
℘(z) (3.1.9)

Отсюда следует следующие выражения

H0 =
p2

2
− ν

8

2

℘(q) (3.1.10)

H2 =
ν2

4
(3.1.11)

Теперь вычислим Гамильтониан волчка

1

2
Tr(L2) = S2

01ϕ01(z)2 + S2
11ϕ11(z)2 + S2

10ϕ10(z)2 (3.1.12)

Используя следующее соотношение (ϕα(z))2 = ℘(z)−℘ (ωα) и индексы (01,11,10)=(1,2,3) в
итоге получаем

1

2
Tr(L2) = (S2

01 + S2
11 + S2

10)℘(z) + (−S2
01℘ (ω1)− S2

11℘ (ω2)− S2
10℘ (ω3)) (3.1.13)

Теперь перед тем как проверить, что при подстановке замен (3.1.6) в Гамильтониан

H0 =
1

2
(−S2

01℘ (ω1)− S2
11℘ (ω2)− S2

10℘ (ω3)) (3.1.14)

Убедимся, что при подстановке замен (3.1.6) в константу

H2 = S2
01 + S2

11 + S2
10 (3.1.15)

мы получим константу (3.1.11). Используя следующие соотношения (A.5)-(A.12) мы полу-
чаем

H2 =
ν2θ00(0)2θ01(0)2θ10(0)2 (θ01(q)4 + θ10(q)4 − θ00(q)4)

θ00(0)2θ01(0)2θ10(0)2θ11(q)4
(3.1.16)

теперь, если представить себе такое выражение (A.13)

θ01(q)4 + θ10(q)4 − θ00(q)4 = θ11(q)4 (3.1.17)

то это выражение легко можно доказать при помощи соотношений (A.5)-(A.12). В итоге
мы доказали эквивалентность (3.1.15) и (3.1.11).

92



Теперь перейдём к проверке гамильтониана (3.1.14), используя при этом следующее
соотношение (ϕα(z))2 = ℘(z)− ℘ (ωα), но уже с аргументом q, т. е.

℘ (ωα) = ℘(q)− (ϕα(q))2 (3.1.18)

Подставляя (3.1.18) и (3.1.6) в (3.1.14) и, используя те же тождества (A.11), (A.12) и (A.13),
получаем гамильтониан

H0 =
p2

2
− ν2

8
℘(q) (3.1.19)

В итоге мы доказали эквивалентность гамильтонианов.
Уравнения движения и пары Лакса.
Используя определение

Ṡ = {H,S}, (3.1.20)

гамильтониан (3.1.14) и скобки Пуассона (3.1.7) получаем систему уравнений
Ṡ10 =

√
−1S01℘(S11)−

√
−1S11℘(S01)

Ṡ11 =
√
−1S10℘(S01)−

√
−1S01℘(S10)

Ṡ01 =−
√
−1S10℘(S11) +

√
−1S11℘(S10)

(3.1.21)

где ℘(Sα) = Sα℘(ωα). А при степени ℘(z) каждая уравнение системы равна нулю. Систему
уравнений (3.1.21) мы можем представить в виде

Ṡ = [J(S), S], (3.1.22)

где

J(S) = −1

2

(
℘(S10) ℘(S01)−

√
−1℘(S11)

℘(S01) +
√
−1℘(S11) −℘(S10)

)
(3.1.23)

С учётом матрицы (3.1.23) мы можем представить гамильтониан (3.1.14) в следующем
виде

H0 =
1

2
Tr(SJ(S)) (3.1.24)

Теперь, используя уравнение Лакса

L̇(z) = {H,L(z)} = [L(z),M(z)] (3.1.25)

мы получаем матрицу M

M(z) =

(
−1

2
f10(z)S10

1
2
(if11(z)S11 − f01(z)S01

1
2
(−f01(z)S01 − if11(z)S11) 1

2
f10(z)S10

)
(3.1.26)
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Если поставить матрицы (3.1.26) и (3.1.2) в уравнение Лакса (3.1.25), то это уравнение Лак-
са будет эквивалентно системе уравнений (3.1.22) с учётом тождества (A16). Используем
следующие определение для системы Калоджеро-Мозера и гамильтониан (3.1.19) получаем

ṗ = −∂H
∂q

=
ν2

8
℘′(q), q̇ =

∂H

∂p
= p (3.1.27)

а матрица M(z) будет иметь вид

M(z) =

(
−1

4
E2(q) 1

4
νφ′(−q, z)

1
4
νφ′(q, z) −1

4
E2(q)

)
(3.1.28)

Если поставить матрицы (3.1.1) и (3.1.28) в уравнение Лакса (3.1.25), то это уравнение
Лакса будет эквивалентна уравнению (3.1.27).

3.4.4 Взаимосвязь между 1+1 системой Калоджеро-Мозера

и уравнением Ландау-Лифшица.

Матрица Лакса для 1+1 Калоджеро-Мозера

L̃CM =

(
p− kqx

2
E1(z) −ν

2
φ(−q, z)

−ν
2
φ(q, z) −p+ kqx

2
E1(z)

)
(3.2.1)

и системы Ландау-Лифшиц

LLL =

(
S10ϕ10 S01ϕ01 − iS11ϕ11

S01ϕ01 + iS11ϕ11 −S10ϕ10

)
(3.2.2)

Использую конструкцию описанную в пункте 3.2.1 получить Гамильтонианы. затем про-
верить эквивалентность уравнения Захарова-Шабата и Ландау-Лифшица. И наконец по-
лучить замены переменных S и проверить эквивалентность гамильтонианов.

Гамильтониан для полевого Калоджеро-Мозера.
Используя конструкцию описанную в пункте 2.5 для матрицы Лакса (3.2.1)

L̃CM =

(
p− kqx

2
E1(z) −ν

2
φ(−q, z)

−ν
2
φ(q, z) −p+ kqx

2
E1(z)

)
(3.2.13)

и выражения для T мы имеем
4TCM−2 = k2q2

x + ν2 = c2 = h′

2TCM−1 = −2kpqx + k2νx
ν
qx − k2qxx

TCM0 = p2 + (2k2q2x−ν2)
4

℘(q)− kpνx
ν

+ k2

4

(
νx
ν

)2

(3.2.14)

Двумерное обобщение квадратичного гамильтониана Калоджеро-Мозера

HCM
0 =

∮
dx
√
hχ1 =

1

2

∮
dx

(
T0 −

1

h′
T 2
−1

)
(3.2.15)
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где подинтегральное выражение имеет вид

TCM0 − 1

h′
(
TCM−1

)2
= p2

(
1− k2q2

x

c2

)
+

(3k2q2
x − c2)

4
℘(q)− k4q2

xx

4ν2
(3.2.16)

Уравнение движения, производимые HCM
0 имеют вид:

q̇ = p

(
1− k2q2

x

c2

)
(3.2.17.1)

ṗ =
k2

c2
∂x
(
p2qx

)
− (3k2q2

x − c2)

8
℘′(q) +

3k2

4
∂x (qx℘(q)) +

k4

4
∂x

(
qxxxν − νxqxx

ν3

)
(3.2.17.2)

с соответствующей скобкой Пуассона

{p(x), q(y)} = δ(x− y) (3.2.18)

Если подставить k = 0, то (учитывая c2 = k2q2
x + ν2) уравнения движения (3.2.17.1) и га-

мильтонианы перейдут в выражения (3.1.19) и (3.1.27). Гамильтониан для системы Ландау-
Лифшиц.

Теперь, используя ту же конструкцию описанную в пункте 3.2.1 и матрицу Лакса
(3.2.2) мы получаем следующие соотношения

T−2 = S01(x)2 + S11(x)2 + S10(x)2 (3.2.19.1)

T−1 = − kS10(x)S ′01(x)

S01(x)−
√
−1S11(x)

+

√
−1kS10(x)S ′11(x)

S01(x)−
√
−1S11(x)

+ kS ′10(x) (3.2.19.2)

T0 =
3k2S ′01(x)2

4(S01(x)−
√
−1S11(x))2

− S01(x)2℘(ω1)− S11(x)2℘(ω2)− S10(x)2℘(ω3)−

− 3
√
−1k2S ′01(x)S ′11(x)

2(S01(x)−
√
−1S11(x))2

+

√
−1k2S ′′(2, x)

2(S01(x)−
√
−1S11(x))

− k2S ′′(1, x)

2(S01(x)−
√
−1S11(x))

−

− 3k2S ′11(x)2

4(S01(x)−
√
−1S11(x))2

(3.2.19.3)

где индекс ′ и ′′ - это производные по x. Теперь используя следующие определения

hl(x) = λχl−1, λ2 = T−2 (3.2.20)

где λ - собственное значение матрицы

S =

(
S10(x) S01(x)−

√
−1S11(x)

S01(x) +
√
−1S11(x) −S10(x)

)
(3.2.21)

имеем следующее выражение

h2 = λχ1 =
1

2

(
T0 −

1

4λ2
T 2
−1

)
(3.2.22)
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Подставляя (3.2.22) и (3.2.19) в гамильтониан

Hl =

∮
dxhl(x) (3.2.23)

получаем следующий гамильтониан Ландау-Лифшица

HLL =
1

2

∮ (
−S01(x)2℘(ω1)− S11(x)2℘(ω2)− S10(x)2℘(ω3)

)
dx+

+
1

2

∮ (
−k

2S ′01(x)2

4λ2
− k2S ′11(x)2

4λ2
− k2S ′10(x)2

4λ2

)
dx (3.2.24.1)

HLL =
1

2

∮
{tr (SJ (S))− αtr

(
S2
x

)
}dx (3.2.24.2)

с константой α = k2/8λ2.
Уравнение Ландау-Лифшица.
Уравнение Захарова- Шабата

∂tU(z) + k∂xV (z) = [U(z), V (z)] (3.2.25)

где x - координата на окружности. Динамические переменные - это теперь периодические
поля с скобками Пуассона

{Sα(x), Sβ(y)} = −
√
−1εαβγSγ(x)δ(x− y) (3.2.26)

На основе последних данных матрица Лакса (3.2.2) примет вид одной из U-V пар

ULL = L(z, S(x)) =

(
S10ϕ10 S01ϕ01 − iS11ϕ11

S01ϕ01 + iS11ϕ11 −S10ϕ10

)
(3.2.27)

и
V LL= − 1

2

(
V LL

1 + V LL
2

)
(3.2.28)

V LL
1 = −E1(z)L(z, S)− 2M(z, S) (3.2.29)

где матрица M

M(z, S) =

(
−1

2
f10(z)S10

1
2
(if11(z)S11 − f01(z)S01

1
2
(−f01(z)S01 − if11(z)S11) 1

2
f10(z)S10

)
(3.2.30)

Мы можем представить V LL
2 в виде

V LL
2 = L(z, h) =

(
h10ϕ10 h01ϕ01 −

√
−1h11ϕ11

h01ϕ01 +
√
−1h11ϕ11 −h10ϕ10

)
(3.2.31)

где матрица h
h = − k

4λ2
[S, Sx] , Sx = ∂xS (3.2.32)
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Включив эти определения в (3.2.25), мы получим два уравнения:

k∂xV
LL

1 =
[
L, V LL

2

]
, (3.2.33)

∂tL−
1

2
k∂xV

LL
2 = −1

2

[
L, V LL

1

]
= [L,M] (3.2.34)

и
−k∂xS = [S, h] (3.2.35)

∂tS − (k/2)∂xh = [J(S), S] (3.2.36)

Благодаря соотношению SSx+SxS = 0 первое уравнение может быть решено, как указано
в (3.2.32). Второе уравнение принимает вид:

∂tS = [J(S), S]− α [S, Sxx] (3.2.37)

с константой α = k2/8λ2. По компонентам имеем

Ṡ10 =
√
−1S01℘(S11)−

√
−1S11℘(S01) +

ik2S11(x)S ′′01(x)

4λ2
− ik2S01(x)S ′′11(x)

4λ2

Ṡ11 =
√
−1S10℘(S01)−

√
−1S01℘(S10) +

ik2S01(x)S ′′10(x)

4λ2
− ik2S10(x)S ′′01(x)

4λ2

Ṡ01 =−
√
−1S10℘(S11) +

√
−1S11℘(S10) +

ik2S10(x)S ′′11(x)

4λ2
− ik2S11(x)S ′′10(x)

4λ2

(3.2.38)

Отсюда следует, что уравнение (3.2.37) эквивалентно (3.2.25).
subsectionПоиски замен переменных между системами Ландау-Лифшица и полевого

Калоджеро-Мозера. Матрица Лакса 1+1 Калоджеро-Мозера (для SL(2,C))

L̃CM =

(
p− kqx

2
E1(z) −ν

2
φ(−q, z)

−ν
2
φ(q, z) −p+ kqx

2
E1(z)

)
(3.3.1)

с вычетом

B = ResL̃CM4 =

(
−1

2
kqx −ν

2

−ν
2

1
2
kqx

)
(3.3.2.1)

Изначально матрица D выбиралась из таких соображений

D =

(
1 0

0 −1

)
(3.3.2.2)

чтобы матрица перехода g обладала таким свойством, что от g(z = 0) имеет собственный
вектор (1, 1), собственный вектор вычета вида

B2 =

(
0 −ν

2

−ν
2

0

)
(3.3.3)
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должен зануляется в ядре. Для случая 1+1, т. е. для матрицы Лакса (3.3.1) нужно выбрать
такую матрицу

D =

(
d1 0

0 d2

)
(3.3.4)

чтобы полученная при этом g зануляла собственный вектор (3.3.2.1). В качестве упраж-
нения вы можете определить собственный вектор вычета (3.3.2.1) и матрицу D самостоя-
тельна. А матрица g при этом будет равна (3.3.14.1).

Теперь вычислим собственный вектор

(
ψ1

ψ2

)
, который при k = 0 переходит в(

1

1

)
. Сперва вычислим собственные значение из детерминанта

det(B − λI) = 0 (3.3.5)

Дальше из собственных значений
λ1 = − c

2
(3.3.6.1)

λ2 =
c

2
(3.3.6.2)

и уравнение (
−1

2
kqx − λ −ν

2

−ν
2

1
2
kqx − λ

)(
ψ1

ψ2

)
= 0 (3.3.7)

получаем собственные векторы для случая (3.3.6.1)(
ψ1

ψ2

)
=

(
−kqx

2
− c

2

−ν
2

)
(3.3.8.1)

А для случая (3.3.6.2) (
ψ1

ψ2

)
=

(
c
2
− kqx

2

−ν
2

)
(3.3.8.2)

где c =
√
h′ =

√
ν2 + k2q2

x. Если ввести условие k = 0, то только вектор (3.3.8.1) переходит

в

(
1

1

)
. Теперь имея в наличии собственный вектор (3.3.8.1) и оператор

Ξ =

(
θ00(z + q, 2τ) θ00(z − q, 2τ)

−θ10(z + q, 2τ) −θ10(z − q, 2τ)

)
(3.3.9)

мы сможем определить элементы диагональной матрицы

D =

(
d1 0

0 d2

)
(3.3.10)
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А для этого необходимо, чтобы матрица калибровочного преобразования

g = Ξ(z, q)D−1(q) (3.3.11)

зануляла вектор (3.3.8.1), т. е.

g

(
ψ1

ψ2

)
= 0 (3.3.12)

В итоге наша матрица (3.3.10) имеет вид

D−1 =

(
ν
2

0

0 −1
2
(c+ kq)

)
(3.3.13.1)

D =

(
2
ν

0

0 2
−kqx−c

)
(3.3.13.2)

В итоге калибровочное преобразование (3.3.11) примет вид

g =

(
θ00(z + q, 2τ)ν −θ00(q − z, 2τ) (c+ kqx)

−θ10(z + q, 2τ)ν θ10(q − z, 2τ) (c+ kqx)

)
(3.3.14.1)

g−1 =

(
− θ10(q−z,2τ)
ϑ(z,τ)ϑ(q,τ)ν

− θ00(q−z,2τ)
ϑ(z,τ)ϑ(q,τ)ν

− θ10(z+q,2τ)
ϑ(z,τ)ϑ(q,τ)(c+kqx)

− θ00(z+q,2τ)
ϑ(z,τ)ϑ(q,τ)(c+kqx)

)
(3.3.14.2)

Теперь подставляя (3.3.14) и (3.3.1) в

LLL = −kg∂xg−1 + gL̃CMg−1 (3.3.15.1)

Здесь второе слагаемое обозначим как

L̃(CM),(2) = gL̃CMg−1 =

(
LCM11 LCM12

LCM21 LCM22

)
(3.3.15.2)

где (используя тождество (A.1)-(A.4))

LCM11 =
1

detg

(
L̃CM11 (g11g22 + g21g12) + L̃CM21 g12g22 − L̃CM12 g11g21

)
(3.3.15.3)

LCM12 =
1

det g

(
−2L̃CM11 (g12g11) + L̃CM12 g2

11 − L̃CM21 g2
12

)
(3.3.15.4)

LCM21 =
1

det g

(
2L̃CM11 g21g22 + L̃CM21 g2

22 − L̃CM12 g2
21

)
(3.3.15.5)

С учётом следующих соотношений

det g = ϑ(z)ϑ(q)(c+ kqx)ν,

g12g22 = −1
2
θ10(−z + q)θ10(0)(c+ kqx)

2, g11g21 = −1
2
θ10(z + q)θ10(0)ν2

(3.3.15.6)

99



g2
11 = 1

2
(θ00(z + q)θ00(0) + θ01(z + q)θ01(0)) ν2

g2
12 = 1

2
(θ00(−z + q)θ00(0) + θ01(−z + q)θ01(0)) (c+ kqx)

2
(3.3.15.7)

g2
21 = 1

2
(θ00(z + q)θ00(0)− θ01(z + q)θ01(0)) ν2

g2
22 = 1

2
(θ00(−z + q)θ00(0)− θ01(−z + q)θ01(0)) (c+ kqx)

2
(3.3.15.8)

А ещё выражения
g11g22 + g21g12 = θ10(z)θ10(q)(c+ kqx)ν (3.3.15.9)

g12g11 = −1

2
(θ00(z)θ00(q) + θ01(z)θ01(q)) (c+ kqx)ν (3.3.15.10)

g21g22 = −1

2
(θ00(z)θ00(q)− θ01(z)θ01(q)) (c+ kqx)ν (3.3.15.11)

При упрощение нам понадобятся тождество (A1-A10), (A14) и (A15). А первая слагаемая
будет при нормировках g → g

√
(detg)−1, g−1 → g−1

√
detg раскладывается на две слагае-

мые, одна из которых имеет вид
G(1) = −kg∂xg−1 (3.3.15.12)

а другая слагаемая будет иметь следующий вид

G(2) = −Ik
√

(detg)−1∂x
√
detg (3.3.15.13)

где I - единичная матрица. Складывая обе слагаемые мы получаем

G = G(1) +G(2) =

(
G11 G12

G21 G22

)
(3.3.15.14)

где элементы матрицы

G11 =
kqxθ

′
10(z, τ)θ10(q, τ)

2ϑ(z, τ)ϑ(q, τ)
− ck2qxxθ10(z, τ)θ10(q, τ)

2ν2ϑ(z, τ)ϑ(q, τ)
(3.3.15.15)

G12 = −ck
2qxxθ00(z, τ)θ00(q, τ)

2ν2ϑ(z, τ)ϑ(q, τ)
− ck2qxxθ01(z, τ)θ01(q, τ)

2ν2ϑ(z, τ)ϑ(q, τ)
+

+
kqxθ

′
00(z, τ)θ00(q, τ)

2ϑ(z, τ)ϑ(q, τ)
+
kqxθ

′
01(z, τ)θ01(q, τ)

2ϑ(z, τ)ϑ(q, τ)
(3.3.15.16)

G21 =
ck2qxxθ00(z, τ)θ00(q, τ)

2ν2ϑ(z, τ)ϑ(q, τ)
− ck2qxxθ01(z, τ)θ01(q, τ)

2ν2ϑ(z, τ)ϑ(q, τ)
+

+
kqxθ

′
01(z, τ)θ01(q, τ)

2ϑ(z, τ)ϑ(q, τ)
− kqxθ

′
00(z, τ)θ00(q, τ)

2ϑ(z, τ)ϑ(q, τ)
(3.3.15.17)

G22 = −G11 (3.3.15.18)

Здесь для упрощение используются те же тождество (A), а также производные (A1)-(A4).
В итоге получаем следующие замены переменных

S10 = −ck
2θ10(0, τ)qxxθ10(q, τ)

2ν2ϑ′(0)ϑ(q, τ)
+
cθ10(0, τ)2θ00(q, τ)θ01(q, τ)

2θ00(0, τ)θ01(0, τ)ϑ(q, τ)2
+
pθ10(0, τ)θ10(q, τ)

ϑ′(0)ϑ(q, τ)
(3.3.16.1)
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S01 = −ck
2θ01(0, τ)qxxθ01(q, τ)

2ν2ϑ′(0)ϑ(q, τ)
+
cθ01(0, τ)2θ00(q, τ)θ10(q, τ)

2θ00(0, τ)θ10(0, τ)ϑ(q, τ)2
+
pθ01(0, τ)θ01(q, τ)

ϑ′(0)ϑ(q, τ)
(3.3.16.2)

S21 = −ick
2θ00(0, τ)qxxθ00(q, τ)

2ν2ϑ′(0)ϑ(q, τ)
+
icθ00(0, τ)2θ01(q, τ)θ10(q, τ)

2θ01(0, τ)θ10(0, τ)ϑ(q, τ)2
+
ipθ00(0, τ)θ00(q, τ)

ϑ′(0)ϑ(q, τ)
(3.3.16.2)

Если воспользоваться (A.14), (А.15) и (3.1.3), то из замен (3.3.16) можно вынести общий
множитель и тогда замены будут иметь следующий вид

Sα(p, q) = (p− (c/2)∂q − (ck2/2)(qxx/ν
2))ϕα(q) (∗)

Теперь при подстановке c =
√
h′ =

√
ν2 + k2q2

x (фиксирующая сопряженную орбиту в
отмеченной точке), и k = 0, полученные нами замены (3.3.16) придут к заменам (3.1.6) из
пункта 3.1. А скобки Пуассона-Ли будут иметь соответствующие виды

{S11(x), S01(y)} =
√
−1S10(x)δ(x− y) (3.3.17.1)

{S10(x), S01(y)} = −
√
−1S11(x)δ(x− y) (3.3.17.2)

{S10(x), S11(y)} =
√
−1S01(x)δ(x− y) (3.3.17.3)

аналогичные скобкам для простой механики (3.1.7). (Скобки Пуассона (3.3.17) можно про-
верить также как и скобки (3.1.7)).

Добавление

Формулы с удвоенным модулярным параметром

2ϑ(x, 2τ)θ01(y, 2τ) = ϑ

(
x+ y

2
, τ

)
θ10

(
x− y

2
, τ

)
+

+θ10

(
x+ y

2
, τ

)
ϑ

(
x− y

2
, τ

)
(A.1)

2θ00(x, 2τ)θ10(y, 2τ) = ϑ

(
x+ y

2
, τ

)
ϑ

(
x− y

2
, τ

)
+

+θ10

(
x+ y

2
, τ

)
θ10

(
x− y

2
, τ

)
(A.2)

2θ00(x, 2τ)θ00(y, 2τ) = θ00

(
x+ y

2
, τ

)
θ00

(
x− y

2
, τ

)
+

+θ01

(
x+ y

2
, τ

)
θ01

(
x− y

2
, τ

)
(A.3)
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2θ10(x, 2τ)θ10(y, 2τ) = θ00

(
x+ y

2
, τ

)
θ00

(
x− y

2
, τ

)
−

−θ01

(
x+ y

2
, τ

)
θ01

(
x− y

2
, τ

)
(A.4)

формулы сложения для тета-функций

ϑ(x+ u)θ00(x− u)θ01(0)θ10(0) = θ00(x)ϑ(x)θ01(u)θ10(u)+

+θ10(x)θ01(x)θ00(u)ϑ(u) (A.5)

ϑ(x− u)θ00(x+ u)θ01(0)θ10(0) = θ00(x)ϑ(x)θ01(u)θ10(u)−

−θ10(x)θ01(x)θ00(u)ϑ(u) (A.6)

v(x+ u)θ01(x− u)θ00(0)θ10(0) = θ00(x)θ10(x)θ01(u)ϑ(u)+

+θ01(x)ϑ(x)θ00(u)θ10(u) (A.7)

v(x− u)θ01(x+ u)θ00(0)θ10(0) = −θ00(x)θ10(x)θ01(u)ϑ(u)+

+θ01(x)ϑ(x)θ00(u)θ10(u) (A.8)

v(x+ u)θ10(x− u)θ00(0)θ01(0) = θ00(x)θ01(x)θ10(u)ϑ(u)+

+θ10(x)ϑ(x)θ00(u)θ01(u) (A.9)

ϑ(x− u)θ10(x+ u)θ00(0)θ01(0) = −θ00(x)θ01(x)θ10(u)ϑ(u)+

+θ10(x)ϑ(x)θ00(u)θ01(u) (A.10)

Соотношения между квадратами тета-функций

ϑ(z)2θ01(0)2 = θ00(z)2θ10(0)2 − θ10(z)2θ00(0)2

θ10(z)2θ01(0)2 = θ01(z)2θ10(0)2 − ϑ(z)2θ00(0)2

θ00(z)2θ01(0)2 = θ01(z)2θ00(0)2 − ϑ(z)2θ10(0)2

θ01(z)2θ01(0)2 = θ00(z)2θ00(0)2 − θ10(z)2θ10(0)2

(A.11)

Тождество Римана
θ00(0)4 = θ10(0)4 + θ01(0)4 (A.12)

Ещё одна формула сложения тета-фуекций

θ01(x)4 + θ10(x)4 − θ00(x)4 = θ11(x)4 (A.13)

квазипериодические функции

Fγ(z) = ϕα(z)ϕβ(z) = ϕγ(z)E1(z)− fγ(z) = −∂zϕγ(z) (A.14)

∂zϕγ(z) = ϕγ(z)

(
θ′γ(z)

θγ(z)
− ϑ′(z)

ϑ(z)

)
(A.15)

и тождество
ϕβ(z)fγ(z)− ϕγ(z)fβ(z) = ϕβ+γ(z) (℘ (ωβ)− ℘ (ωγ)) (A.16)
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3.5 Многообразия Шуберта в грассманиане

Бейлинсона-Дринфельда и глобальные модули

Демазюра
Вычислено пространство сечений степени детерминантного расслоения на сферических
подмногообразиях Шуберта в аффинном грассманиане Бейлинсона-Дринфельда. Ответ
дан в терминах глобальных модулей Демазюра над алгеброй Ли токов.

А именно, доказано, что:

H0(Gr
λ∨1 ,...,λ

∨
k

Ak ,L⊗`)∨ ' D(`;λ∨1 , . . . , λ
∨
k )⊗A(λ∨1 ,...,λ

∨
k ) C[Ak].

Здесь Gr
λ∨1 ,...,λ

∨
k

Ak обозначает многообразие Шуберта, соответствующее набору из k доми-
нантных ковесов λ∨1 , . . . , λ∨k в грассманиане Бейлинсона-Дринфельда над глобальной гри-
вой A1, L обозначает детерминантное линейное расслоение на нем, D(`;λ∨1 , . . . , λ

∨
k ) обо-

значает глобальный модуль Демазюра, а A(λ∨1 , . . . , λ
∨
k ) обозначает его алгебру старших

весов.

3.6 Представления супер-янгианов
Привлеченным внешним специалистом В.А.Стукопиным установлена эквивалентность ка-
тегорий представлений суперянгиана специальной линейной супералгебры Ли и квантовой
петлевой супералгебры. А именно, усилен и уточнен результат об изоморфизме между по-
полнениями суперянгиана специальной линейной супералгебры и квантовой петлевой су-
пералгеброй специальной линейной супералгебры, следуя подходу S. Gautam и V. Toledano-
Laredo (см. [19]), исследуется вопрос о связи между некоторыми аналогами категории O
представлений этих супералгебр: представлений янгиана Y (A(m,n)) спе- циальной линей-
ной супералгебры Ли A(m,n) и квантовой петлевой суперал- геброй Uq(LA(m,n)). Следует
отметить, что теория представлений, например, простых супералгебр Ли и даже базисных
супералгебр Ли, наиболее близких к простым алгебрам Ли, является существенно более
сложной по сравнению с теорией представлений простых алгебр Ли.

3.7 Модели обмена
Привлеченным внешним специалистом С.М.Апенко исследовано поведение относительной
энтропии (расстояния Кульбака-Лейблера до равновесия) для нелинейной эволюции типа
моделей обмена в системах агентов с парными взаимодействиями. Найдены условия, при
которых относительная энтропия может быть функцией Ляпунова для данных процессов.
Для нелинейных задач обмена выделен класс моделей, для которых относительная энтро-

103



пия всегда монотонно убывает со временем и доказана соответствующая теорема. Рассмот-
рен также целый ряд совсем других моделей и показано, что даже для них относительная
энтропия все же может быть хорошей функцией Ляпунова, так как после возрастания на
первом шаге эволюции она затем начинает монотонно убывать еще достаточно далеко от
равновесия.

3.8 Комбинаторика графов и калибровочные

преобразования
Конструкция, сопоставляющая связному планарному трехвалетному двуцветному графу с
совершенной ориентацией и положительными весами на ребрах рациональную М-кривую
с дивизором, отвечающим условию Дубровина-Натанзона, существенно зависит от выбора
калибровочного направления и конкретного вложения графа в плоскость. Важный вопрос
состоит в том, зависит ли построенный дивизор от конкретного вложения графа в плос-
кость, или несмотря на неинвариантность промежуточных шагов окончательный ответ
получается инвариантным. Привлеченным внешним специалистом П.Гриневичем доказана
следующая теорема: Элементарные преобразования, такие как повороты калибровочных
направлений и сдвиги вершин на плоскости, не меняющие топологию планарного графа
порождают базисные калибровочные преобразования весов на ребрах и ненормированной
волновой функции, следовательно дивизор нормированной волновой функции остается ин-
вариатным. В то же время, если граф не минимальный, то одна точка тотально неотрица-
тельного грассманиана может отвечать целому многообразию дивизоров.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В заключение кратко суммируем полученные результаты по проекту.

– Мы связываем конформные блоки c = 2 с теорией Пенлеве, используя соотношения
разрушения Накаджимы – Йошиоки на статистических суммах Некрасова. В каче-
стве приложения мы доказываем формулу тау-функции уравнения q-Пенлеве A(1)

7 .

– Мы построили общее решение класса фуксовых систем ранга N, а также связанных с
ним изомонодромных тау-функций в терминах полувырожденных конформных бло-
ков WN-алгебры с центральным зарядом c = N 1. Простейший пример представляет
собой тау-функция системы Фудзи – Судзуки – Цуда, выраженная как преобразова-
ние Фурье 4-точечного конформного блока по промежуточному весу.

– Описаны киральные дифференциальные операторы через квантование голоморфной
σ-модели.

– Найдена явная формула для произвольного решения соотношений открытой тополо-
гической рекурсии в роде 1, которая аналогична формуле Дайкграафа–Виттена для
замкнутого потенциала Громова–Виттена в роде 1.

– Предложена конструкция, которая связывает вершинные (или киральные) алгебры
с гладкими 4-многообразиями таким образом, что операции над алгебрами отража-
ют операции склейки на 4-многообразиях и, более того, эквивалентные конструкции
4-многообразий приводят к эквивалентности (двойственности) соответствующих ал-
гебр.

– Мы предлагаем явную формулу для соответствия потомков GW / PT в стационарном
случае для неособых связных проективных трехмерных многообразий.

– Операды алгебр Пуассона и Герстенхабера порождаются одним бинарным элементом,
если мы рассматриваем их как операды Хопфа (то есть как операды в категории ко-
коммутативных коалгебр). Мы подробно обсуждаем операды Хопфа, порожденные
одним кососимметричным элементом произвольной арности. Мы объясняем, поче-
му двойственное пространство к пространству n-арных операций в этих операдах
является квадратичной алгеброй и алгеброй Кошуля. Мы даем подробное описание
образующих, отношений и мономиальных базисов в этих алгебрах.

– Мы вводим нечетную суперсимметричную версию эллиптической функции Кроне-
кера. Он удовлетворяет тождеству Фэя первого рода и суперсимметричной версии
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уравнения теплопроводности. В качестве приложения мы строим нечетные супер-
симметричные расширения эллиптических R-матриц, которые удовлетворяют клас-
сическим и ассоциативным уравнениям Янга – Бакстера.

– Зафиксируем полупростую алгебру Ли g. Алгебры Годена - это коммутативные ал-
гебры, действующие на пространствах кратностей тензорного произведения для g

-представлений. Эти алгебры зависят от параметра, который является точкой в про-
странстве модулей Делиня-Мамфорда стабильных кривых рода 0 с отмеченными
точками. Для вещественных значений параметра алгебра Годена действует с про-
стым спектром в пространстве кратностей тензорного произведения и дает нам ба-
зис из собственных векторов. В работе [23] мы изучили монодромию этих собствен-
ных векторов при изменении параметра в пределах вещественной части пространства
Делиня-Мамфорда; это дает действие фундаментальной группы этого пространства
модулей, которая называется группой кактусов.

Доказана гипотеза Этингофа, согласно которой монодромия собственных векторов
алгебр Годена согласуется с действием группы кактусов на тензорные произведения
g-кристаллов. Фактически, мы доказываем, что кограничная категория нормальных
g-кристаллов может быть восстановлена с помощью накрытий пространств модулей.

Наш основной инструмент - это построение кристаллической структуры на множестве
собственных векторов для сдвига алгебр аргументов, еще одного семейства коммута-
тивных алгебр, которые действуют на любое неприводимое g-представление. Также
доказано, что монодромия таких собственных векторов задается внутренним дей-
ствием группы кактусов на g-кристаллах.

– Мы устанавливаем замечательную связь между квантовыми моделями Годена с гра-
ницей и классическими интегрируемыми системами многих тел типа Калоджеро-
Мозера, ассоциированными с системами корней классических алгебр Ли (B, C и D).
Показано, что при отождествлении спектров гамильтонианов Годена со скоростями
частиц классической модели все интегралы движения последней принимают нуле-
вые значения. Это обобщение квантово-классической двойственности, наблюдавшей-
ся ранее для моделей Годена с периодическими граничными условиями и моделей
Калоджеро-Мозера, связанных с системой корней типа A.
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J. Int. Syst. 2 (2017) 1; [arXiv:1706.01940].

28. Y. Matsuhira, H. Nagoya, Combinatorial expressions for the tau functions of q-
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